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Vorwort

Dieses Skript wird fortlaufend zum Modul ,,Methoden der Linearen Algebra in
der Statistik“ geschrieben. Es ist als Erganzung zur Vorlesung zu verstehen und
hauptséchlich zur Nachbereitung des Lernstoffs gedacht. Aufgrund der spontanen
Natur einer Vorlesung ist es sehr wahrscheinlich, dass sich einige Beispiele und
Erklarungen aus dem Unterricht nicht im Skript wiederfinden. Es ist genauso
wahrscheinlich, dass das Skript Ausfiithrungen enthalt, die in der Vorlesung un-
tergehen. Fiir die Prifung essenzielle Fakten werden selbstverstédndlich sowohl in
Vorlesung als auch Skript behandelt. Das beste Lernergebnis durfte allerdings
durch eine Kombination beider Medien erzielt werden.

Die meisten Abbildungen sind aus anderen Lehrbiichern iibernommen. Diese
werden wie folgt referenziert:

[F'S] Fischer, G. & Springborn, B. (2020). Lineare Algebra. Eine Einfihrung fir
Studienanfinger 19. Auflage, Springer.

[AR] Anton, H., & Rorres, C. (2013). Elementary Linear Algebra: Applications
Version. John Wiley & Sons.

[LLM] Lay, D. C., Lay, S. R., & McDonald, J. J. (2016). Linear Algebra and its
Applications. Pearson.

[DFO] Deisenroth, M. P., Faisal, A. A., & Ong, C. S. (2020). Mathematics for
Machine Learning. Cambridge University Press.
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1 Lineare Gleichungssysteme in R"

1.1 Lineare Gleichungssysteme

Lineare Gleichungssysteme sind der Kern der linearen Algebra und dienten als
Motivation fiir viele der Konzepte, die wir im Verlauf dieser Vorlesungen kennen-
lernen.

Eine lineare Gleichung beschreibt ein ,, geradliniges® (= linear) Objekt im
mehrdimensionalen Raum. Das simpleste Beispiel ist die Geradengleichung in der
zwei-dimensionalen Ebene R2:

ar + by = c.

Hier bezeichnen wir z,y € R als Variablen und a, b, c € R als Koeffizienten der
Gleichung. Die Koeffizienten a und b bestimmen die Neigung der Geraden, ¢ die
Verschiebung vom Nullpunkt der z-y Ebene. Ahnlich lisst sich eine Ebene im
drei-dimensionalen z-y-2-Raum R? durch die Gleichung

ar +by+cz=d

beschreiben.

In den Formeln schlagt sich die Geradlinigkeit der Objekte durch eine Ge-
radlinigkeit der Gleichungen wieder. Die Variablen werden mit reellen Zahlen
multipliziert und addiert. Andere Operationen sind nicht gestattet. Damit lasst
sich das Konzept nun einfach auf beliebig-dimensionale Raume R™ erweitern.

Definition 1.1.1. FEine lineare Gleichung in R™ mit Variablen x4, ...,z, € R
und Koeffizienten a, ..., a,,b € R hat die Form

a1 + -+ + apx, = 0.

Ein lineares Gleichungssystem ist eine Kombination mehrerer solcher Gleichun-
gen.

'Falls b # 0, ldsst sich die Gleichung in die mdglicherweise bekanntere Form y = max + k mit
k = a/b und m = —a/b umschreiben.
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Zg A T2 To A

Abbildung 1.1: Beispiele von zwei Geraden und deren Schnittmenge.

Definition 1.1.2. FEin lineares Gleichungssystem (LGS) aus m Gleichungen

und n Unbekannten x4, ...,x, hat die Form
anxry + ... +apx, = bl
911 + ... + aonT, = b2
Am1T1 + ... + Ty = bm.
Eine Losung des Systems ist eine Folge x4, ..., z,, fir die alle Gleichungen
wahr sind. Jede Gleichung beschreibt dabei ein lineares Objekt und die Losungen
(x1,...,2,) sind deren Schnittmenge. Damit stellt sich auch schon die Frage, ob

es iiberhaupt eine Losung gibt — und wenn Ja, wie viele?
In der Ebene R? lasst sich dies leicht veranschaulichen. Abbildung 1.1 zeigt
drei Graphen mit jeweils zwei Geraden. Jeder Graph lasst sich also durch ein

LGS

a1171 + a2, = by

2171 + A%y, = by

beschreiben. Im linken Graphen sind die Koeffizienten so gewahlt, dass die Gera-
den parallel zueinander verlaufen. Die Geraden schneiden sich nicht, also hat das
LGS keine Losungen: Es gibt keinen Punkt (z1,x2), an dem beide Geradenglei-
chungen erfiillt sind. Im mittleren Graphen sind die geraden nicht parallel. Dann
schneiden sie sich in genau einem Punkt, also hat das LGS genau eine Losung.
Der dritte Fall ist rechts abgebildet. Die Geraden sind nicht nur parallel, sondern
identisch. In dem Fall ist die Schnittmenge unendlich grof}: alle Punkte auf der
Gerade. Das LGS hat dann unendlich viele Lésungen.

Abbildung 1.2 zeigt die verschiedenen Félle fiir Ebenen im R3. In Teilabbil-
dungen a—d schneiden sich die Ebenen gar nicht, in Teil e genau in einem Punkt
und in d-g in unendlich vielen Punkten. Wir werden sehen, dass es auch fiir
allgemeine LGS nur diese Moglichkeiten gibt: keine Losung, genau eine Losung
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Abbildung 1.2: Beispiele von drei Ebenen und deren Schnittmenge. (Basierend
auf Figure 1.1.2 in [AR])

oder unendlich viele Losungen.

1.2 Die Zeilenstufenform

Wie konnen wir die Losungen eines LGS also mathematisch bestimmen? Fiir
manche Systeme ist das einfach.

Beispiel 1.2.1. Sei (z1,x9,23) die Lisung des Systems

$1—2$2+6IL’3:2
Txe + 313 =2
31‘3:2.

Aus der dritten Gleichung erhalten wir direkt x5 = 2/3. Setzen wir das in die
zweite Gleichung ein, erhalten wir

2
7552—1-3-5:2 & Tre=0 & 1x9=0.

und letztlich aus der ersten Gleichung

Dieses Verfahren zum Losen eines LGS nennt sich Riickwdrtssubstitution. Das
System im Beispiel war besonders einfach zu losen. In jeder Gleichung miissen
wir nur mit einer Variable hantieren, die anderen sind bereits bekannt. Das
verdanken wir der Tatsache, dass das System nur eine Losung hat, und aulerdem
der stufenartigen Form des Systems. Und wir haben Gliick: jedes LGS lésst sich
in ein solche Stufenform umschreiben, ohne dabei die Losungsmenge zu édndern.
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Wir nennen zwei LGS sind Aquivalent, wenn sie die gleichen Losungen besitzen.
Zum Beispiel sind diese Beiden LGS dquivalent:

T1 — 2209 + 623 = 2 3x1 — 629 4+ 1823 =6
Tao + 3x3 =2 3rs =2
3[L’3 =2 7132 + 31’3 =2

Das ist einfach zu sehen. Die beiden oberen Gleichungen sind aquivalent, weil
wir aus der linken durch Multiplikation mit dem Faktor 3 die rechte erhalten.
Die beiden unteren Gleichungen sind lediglich in vertauschter Reihenfolge. Die
Losungsmenge bleibt davon natiirlich unberiihrt.

Zur Losung eines LGS konnen wir es mit solchen Operationen zunéchst in ein
einfacheres, dquivalentes umwandeln. Um Schreibarbeit zu sparen ist es iiblich,
die Variablennamen auszulassen, ein LGS ist vollstandig durch die Koeffizienten
bestimmt. Deshalb konnen wir es auch mit einer (erweiterten)? Koeffizien-
tenmatrix darstellen:

ry + 51’2 + 31’3 = —2 1 5 3|]-2
2v1 + 21 + 4dxz3 = 8 — 2 2 4| 8
—3z1 + 2x + 9z = -1 -3 2 9| 1
Oder allgemein:
a1y + ... +apr, =0 an ... aw | b
Am1Z1 + ... + QunTy = bm Am1 **°  Omn bm

Das Folgende lésst sich einfach verifizieren:

Um das LGS zu vereinfachen, ohne die Losungsmenge zu éndern, sind folgende
elementare Zeilenoperationen erlaubt:

1. Multipliziere eine Zeile mit einer Konstante ¢ # 0.
2. Tausche zwei Zeilen.

3. Addiere eine Zeile ¢ # 0 mal zu einer anderen.

Beispiel 1.2.2. Die folgenden LGS sind alle dquivalent. Die dabei durchgefiihrten
elementaren Zeilenoperationen sind in Kurzschreibbweise tiber dem Aquivalenz-
symbol ~ angegeben. Im ersten Schritt multiplizieren wir die zweite Zeile mit 2.

2Das ,erweitert” bezieht sich dabei auf die letzte Spalte. Lassen wir diese aus, sprechen wir
nur von einer Koeffizientenmatrix.
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Im ndchsten vertauschen wir die erste und zweite Zeile. Im letzten addieren wir
3 mal die erste Zeile zur dritten Zeile.

15 3[=2\ o, (15 3][=2
2 2 4| 8 ~? 11 2] 4
-3 2 9|1 -3 2 9|1
Dot 1 2] 4

-3 2 9|1

- 11 2| 4

0 5 15| 13

Im letzten Schritt des Beispiels erhalten wir eine fithrende 0 in der letzten Zeile.
Schreiben wir die Zeile aus, erhalten wir eine Gleichung, von der x; verschwunden
ist: by + 1523 = 13. Ziel ist es nun, mit elemenaren Zeilenoperationen eine
stufenartige Form zu erreichen. Das lédsst sich formal definieren.

Definition 1.2.3. Eine Matriz ist in Zeilenstufenform, wenn:

1. Alle Nullzeilen (Zeilen, in der hichstens der letzte Eintrag ungleich 0
ist) befinden sich am Ende der Matriz.

2. Die Pivots j; (der erste Eintrag einer Zeile ungleich Null: j; =
min{j: a;; # 0}) der anderen erfillen die Stufenbedingung

J1<J2 << Jp

Zwei schematische Beispiele fiir die Zeilenstufenform sind

O % *x|=x 0 O % * % x|x%
0 0O =*|=x* 0 0 0 O % =x|=x
0 0 Of=x 0 0 0 0 O =x|x]|’
0 0 Of=x 0O 00 0 0 Of=x

wobei [J eine Zahl ungleich 0 und * eine beliebige Zahl darstellt. Die [J-Eintrage
sind die Pivots des Systems.

Beispiel 1.2.4. Das System

302 0 1|3
023 -2 3|-2
001 0 O0f3
000 0 0] 2
000 0 =212
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ist micht in Zeilenstufenform, weil die Nullzeile (4. Zeile) nicht am Schluss
steht. Wir kénnen die Zeilen einfach vertauschen, um eine Zeilenstufenform zu
bekommen:

302 0 1(-3
023 -2 3|-2
001 0 03
000 0 =212
000 0 0] 2

Die Pivots sind den Zeilen nach geordnet 3, 2, 1, -2. Die Fintrdge hinter dem
Strich (Koeffizienten by, ) werden in Definition 1.2.3 nicht gezdhlt. Nullzeilen haben
also keine Pivots.

Beispiel 1.2.5. Die folgenden Operationen bringen die Ausgangsmatriz in Zei-
lenstufenform:

3 6 —6]| 3 1 1 2 —2]1
(1)-3
12 03 ~ 1 0] 3
-2 -1 9| -2 -2 -1 9| -2
oy (12 2|1
~ 0O 0 2 2
-2 -1 9| -2
(s 1 2 =211
0O 0 2 2
ot 1 2 =21
00 2|2

1.3 Anzahl von Losungen

Es ist einfach zu sehen, dass die Zeilenstufenform nicht eindeutig ist. Wir konnen
zum Beispiel eine beliebige Zeile mit 2 multiplizieren und erhalten eine aquivalente
Zeilenstufenform. Das macht aber nichts. Von der Zeilenstufenform kénnen wir
einfach die Anzahl der Losungen des LGS ablesen. Dafiir bezeichnen wir Variablen,
die zu einem Pivot gehort gebunden und alle anderen Variablen nennen wir
frei. In Beispiel 1.2.4 sind z.B. Variablen x{, x5, x3 und x5 gebunden, weil die
zugehorigen Spalten Pivots haben. Variable x4 ist frei, weil die vierte Spalte kein
Pivot hat.
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Theorem 1.3.1.

(i) Ein LGS hat genau dann keine Losung, wenn sich durch elementare
Zeilenoperationen eine Nullzeile

(00 - 0fc)
mit ¢ # 0 erzeugen ldsst.

(ii) Ein losbares LGS hat genau eine Losung, wenn es keine freien Variablen
gibt. Andernfalls gibt es unendlich viele Losungen.

Beweis. Schreiben wir die Nullzeile aus, erhalten wir die Gleichung
Ox14+---+0x,=0=c

Wenn ¢ # 0, ist dies ein Widerspruch. Eine Nullzeile mit ¢ # 0 impliziert deshalb,
das das LGS keine Losung hat. Nehmen wir nun an, es gibt keine Nullzeile
mit ¢ # 0. Seien weiter ji,...,J, die Pivotspalten in Nicht-Nullzeilen. Dann
konnen wir jede Zeile in Gleichungen der Form zj = dy + dgy10p01 + - - - + dpy,
umschreiben, wobei d, = 0 fiir alle gebunden Variablen z,., r > k + 1. Wir stellen
zunachst fest, dass diese Gleichungen sich fiir verschiedene k nicht widersprechen
konnen, es gibt also mindestens eine Losung. Gibt es keine freien Variablen, sind
alle x,, mit » > k + 1 bereits bekannt, also lassen sich die Gleichungen durch
Riickwértssubstitution eindeutig losen. Gibt es freie Variablen in einer Gleichung,
hat sie unendlich viele Losungen. ]

Beispiel 1.3.2. Die erweiterte Koeffizientenmatriz

c ool
o o U«

o x »
o % % %
O x % %
% %X % %

ist in Zeilenstufenform. Die vierte Spalte hat kein Pivot, also ist x4 eine freie
Variable. Folglich hat das LGS unendlich viele Losungen.

1.4 Die reduzierte Zeilenstufenform

Die Losungsmenge eines LGS lasst sich aus der Zeilenstufenform durch Riick-
wartssubstitution bestimmen. Noch bequemer wird es, wenn wir die Matrix zuerst
noch weiter vereinfachen.
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Definition 1.4.1. Eine Matrix ist in reduzierter Zeilenstufenform, wenn
sie die folgenden Bedingungen erfillt:

(i) Sie ist in Zeilenstufenform.
(ii) Alle Pivoteintrige a;;, sind gleich 1.

(iii) Alle Spalteneintrage iber einem Pivot sind gleich 0.

Beispielswiese sind die folgenden Matrizen reduziert:

1 0 %= 01 %« 0 0 0]=x
0 1 *|=x 00 010 0=
0 0 0=« 000 01 0=
0 0 0=« 00 000 1]«

Man kann zeigen, dass die reduzierte Zeilenstufenform eindeutig ist. Fiir jedes
LGS gibt es also genau eine reduzierte Zeilenstufenform. Von der reduzierten
Form lassen sich Losungen einfach ablesen.

Beispiel 1.4.2. Das System

1 0010

01 0|1

00 1|2
hat die Losung (z1,x2, 23) = (0,1, 2).
Beispiel 1.4.3. Das System

10 3|0

01 —2]|1

00 00

hat die Lésungsmenge {(0,1,0) +t-(—3,2,1): t € R}.

Wir werden uns spater noch genauer mit den Losungsmengen beschéftigen.
Jedenfalls haben jetzt ein Verfahren entwickelt, um die Losungsmenge Losungen
eines LGS zu bestimmen. Dieses Verfahren ist als Gauss-Jordan-Verfahren
bekannt:

1. Schreibe das LGS in eine Koeffizientenmatrix.
2. Bringe Matrix durch elementare Zeilenoperationen in Zeilenstufenform.

3. Stelle fest, ob das System losbar ist.

W

. Falls ja, reduziere die Matrix um Losungen zu bestimmen.
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1.5 Vektoren in R"

Ein LGS ist eine Beschreibung von Punkten im n-dimensional Raum R". Wir

wollen das zunéchst formalisiern.

Definition 1.5.1. Ein n-dimensionaler Vektor ist ein geordnetes n-Tupel
x = (1,...,T,) von reellen Zahlen xq,...,x, € R, genannt Komponenten.

Definition 1.5.2. Die Menge aller maoglichen n—dimensionalen Vektoren ist

der n-dimensionale reelle Standardraum

Rn:{(ﬂfl,...,l}n>l $1,...,$n€IR,}.

Notation:
o Fiir gewohnlich schreiben wir & € R™ in Spaltenform:

x1
T
o Zwei Vektoren x,y € R" sind gleich, wenn alle Eintrage gleich sind:
T=1y & x; =y; furallet=1,... n.

o Wir definieren den Nullvektor als

0=(0,0,0,...),
——

n mal

und den j-ten Einheitsvektor als

j-te Stelle

In linearen Gleichungen verwenden wir nur zwei Operationen: Addition und
Multiplikation mit Konstanten. Wir kénnen diese Operationen auch fiir Vektoren

definieren.
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. r+y

T

W I, I, 'JI'L Wy )

Abbildung 1.3: Graphische Darstellung von Vektoraddition und Multiplikation
mit einem Skalar. (Bild 1.1 [FS])

Definition 1.5.3. Seien x,y € R".

o Vektoraddition:

1 Y1 r1+
rt+y=\|:|+|:|:= :
L, UYn Tn + Yn

o Multiplikation mit einem Skalar \ € R:

)\'1’1
ATy,

In Abbildung 1.3 sind die beiden Operationen graphisch dargestellt. Vektor-
addition lasst sich durch die Parallelogrammregel beschreiben. Wir zeichnen ein
Parallelogramm mit dem Nullpunkt als Start. Die zwei anderen Ecken sind die
Punkte & und y. Dadurch ist die verbleibende Ecke eindeutig bestimmt. Sie
beschreibt den Punkt @ + y. Multiplikation mit einem Skalar® \ entspricht dem
Strecken/Stauchen mit dem Faktor A. Ist A < 0, dreht sich die Richtung des

Vektors (vom Nullpunkt aus gesehen).
Aus Definition 1.5.3 folgen direkt die folgenden Eigenschaften.

3Ein Skalar ist eine einzelne Zahl. Ein Vektor sind mehrere Zahlen.

10
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Theorem 1.5.4. Fiir alle ®¢,y,z € R"® und c,d € R gilt:
l.z+y=y+x
2. (x4+y)+z=x+ (y+2)

r+0==x

r+(—x)=xz—x=0

c(x+y)=cx+cy

(c+d)x = cx +dx

c(dx) = (cd)x

o NS> & S

l-x==x

1.6 Linearkombinationen

Aus ein paar gegebenen Vektoren lassen sich durch Addition und Multiplikation
mit Skalaren neue Vektoren erzeugen. Solche Vektoren verdienen einen Namen.

Definition 1.6.1. Wir nennen einen Vektor b € R™ eine Linearkombina-
tion von Vektoren aq,...,a;, wenn er sich als

b26101+"‘+0kak

mit c1,...,c, € R schreiben ldsst. Die Zahlen cq,. .., c, nennen wir Gewichte
oder Koeffizienten.

Beispiel 1.6.2. Seien

5 0 1
b=|-2 ’ a; = 1 s Qg = 0
2 -1 0
Dann ist b eine Linearkombination aus ay und as mit Koeffizienten ¢y = —2 und

co = 5. Kurz: b= —2a, + bas.

Wir kénnen nun ein allgemeines lineares Gleichungssystem auch als Vektorglei-
chung formulieren. Die Vektorgleichung

ray+---+za,=0>b

11
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ist dquivalent zum LGS mit erweiterter Koeffizientenmatrix

(a1 a, --- an|b),

wobei die Vektoren a, ..., a,,b als Spalten der Koeffizientenmatrix zu verstehen
sind. Aus Definition 1.6.1 folgt dann, dass das LGS genau dann eine Losung hat,
wenn sich b als Linearkombination aus aq, ..., a, schreiben lasst.

Die Menge aller Linearkombination bezeichnen wir als Spann.

Definition 1.6.3. Die Menge aller Linearkombinationen von gegeben Vekto-
ren ai,...,a; € R"™ bezeichnen wir als Spann oder die von den Vektoren
aufgespannte Menge:

span{ay,...,ar} = {cia1 + - -cpay: c1,...,cx € R}.

Lemma 1.6.4. Es gilt:
(i) 0 € span{ay,...,a},

(ii) a; € span{ay,...,ax} firalei=1,... k,

(iii) b € span{ay,...,ar} < LGS (a; --- ay|b) hat eine Lisung.
Beweis.
(i) Setze ¢; =+ =¢, = 0.

(ii) Setze ¢; =1 und ¢, = 0 fur alle k # k..

(iii)) =: Wenn b € span{a;,...,a;}, dann gibt es c¢1,...,¢ € R, so dass

cra; + -+ cpap, = b. Also ist @ = (cq, ..., ;) eine Losung fir das
LGS (ay -+ ax|b).

<: Sei ® eine Losung des LGS (a1 -+ ay | b). Dann gilt z1a; +
-« 4 xrar = b, d.h. b ist eine Linearkombination von a4, ..., a; mit
Koeffizienten x4, ..., z,. O]

Abbildung 1.4 stellt den Spann grahpisch dar. Der Span eines Vektors v # 0
ist eine Gerade, die den Nullpunkt mit dem Punkt v verbindet. Der Spann zweier
Vektoren u # v # 0 kann eine Ebene beschreiben. Ist allerdings w = cv # 0 mit
¢ € R, dann spannen die Vektoren keine Ebene, sondern nur eine Gerade auf.
Auflerdem ist span{0} = {0}.

Daran sehen wir, dass die Dimension der aufgespannten Menge nicht nur von
der Anzahl der Vektoren a,...,a; abhingt, sondern auch von den Vektoren
selbst. Das lasst sich iterativ verstehen. Der Nullvektor 0 ist in jedem Spann.
Nehmen wir einen Vektor a; # 0 hinzu, bekommen wir alle Punkte in Richtung
von a;. Fiigen wir einen néchsten Vektor as hinzu, erweitert das den Spann nur,

12
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Xy

Span{v}

Abbildung 1.4: Der Spann von einem Vektor (links) und zwei Vektoren (rechts).
(Figure 10-11 aus [LLM])

wenn er kein Vielfaches von a, ist. Nehmen wir a3 hinzu, erweitert das den Spann
nur, wenn sich a3 nicht bereits als Linearkombination aus a; und a, schreiben
lasst, usw. Auf diese Eigenschaft kommen wir in Kiirze wieder zurtick.

Beispiel 1.6.5. Sei

1 0 1 2
N o 1 2
a; = 11> as; = 11 az = 21 a, = 6
0 1 1 4
Dann gilt span{ay,...,as} = span{ai, as}, weil sich as und a4 als Linearkom-

bination von a; und ay schreiben ldsst.

1.7 Matrix-Vektor-Produkt

Ein allgemeines LGS lasst sich mithilfe von Matrizen noch kompakter schreiben.

Definition 1.7.1. FEine rechteckiges Schema mit m Zeilen und n Spalten gefiillt
mit reellen Zahlen a;j € R,

A:

Qm1  °°  Qmp

bezeichnen wir als (m x n)-Matrixz und schreiben A € R™*™.

13
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Um die linke Seite eines LGS auszudriicken, “multiplizieren” wir diese Matrix
mit den Unbekannten .

Definition 1.7.2. Das Matriz- Vektor- Produkt von A € R™*™ mit Spalten
ai,...,a, und x € R"™ ist definiert als

Ax =x1a1 + - + Tpa,.

Ax ist also eine Linearkombination der Spalten in A. Das bedeutet auch, dass
x so viele Komponenten haben muss, wie es Spalten in A gibt. Formell: Ist
A e R™", dann muss ® € R” sein.

Beispiel 1.7.3. Das Matrixz-Vektor-Produkt

1 2 1
3 =24
0 1 3

existiert nicht. Der Vektor hat dret Komponenten, die Matrix aber nur zwei
Spalten.

Das Matrix-Vektor-Produkt ist auch aulerhalb von LGS niitzlich. Das Produkt
Ax ergibt einen neuen Vektor b. Diesen Vektor kann man wie folgt berechnen:

aiy - Qi 1 Tiay + 0+ Tpary

Ampm1 -0 Amn T, X1Am1 +---+ Lplmn
Beispiel 1.7.4. Es gilt
1 2 1 —7
3 -2 (_ 4> =11
0 1 —4

Definition 1.7.2 ergibt direkt die folgenden Eigenschaften.

Theorem 1.7.5 (Rechenregeln Matrix-Vektor-Produkt). Sei A € R™*",
x,y € R" und c € R. Dann gilt:
(i) Al +y) = Az + Ay,

(ii) A(cx) = c(Ax).

14
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Beweis. Aus Definition 1.7.2 und Theorem 1.5.4 folgt

Alz +y) = ai(x1 +y1) + -+ an(Tn +yn)
= (alxl + alyl) +oeee (a'nfn + anyn)
=(a1r1+ -+ a,x,) + (a1 + -+ anyn)
= Az + Ay.

Das beweist (7). Eigenschaft (i) ist dem Leser als Ubung iiberlassen. O

Wir konnen jetzt ein LGS mit erweiterter Koeffizientenmatrix (a, ---a, | b)
kompakt als Vektorgleichung Ax = b schreiben. Wie eingangs erwahnt sind
LGS und deren Losungen der Kern der linearen Algebra. Das folgende Resultat
charakterisiert diese Losungen und verkniipft dabei die bisher gelernten Konzepte.
Wir machen diese Verbindungen in einer besonders starken Form, namlich durch
Aquivalenzen. Entweder sind alle Aussagen gleichzeitig wahr oder gleichzeitig
falsch.

Theorem 1.7.6. Sei A € R™*™. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) Ax = b hat eine Losung fir jedes b € R™.
(ii) Jedes b € R™ ist eine Linearkombination der Spalten von A.

(iii) span{ay,...,a,} = R™.

(iv) A hat ein Pivot in jeder Zeile.

Beweis. Aquivalenz der Aussagen (a)—(c) folgt direkt von denen Definitionen
des Matrix-Vektor-Produkts (Definition 1.7.2), der Linearkombination (Defini-
tion 1.6.1) und des Spanns (Definition 1.6.3). Wir zeigen nun die Aquivalenz
(1) & (iv). Sei U eine Zeilenstufenform von A. Dann gibt es ein d € R™, sodass
wir (A | b) durch Zeilenoperationen in (U | d) iiberfithren kénnen.

e (iv) = (i): Wenn (iv) wahr ist, dann gibt es keine Nullzeile in U. Also ist
das LGS Ux = d lésbar fiir jedes d und damit auch Ax = b fiir jedes b.

e (i) = (iv): Wir zeigen diese Richtung durch Kontraposition. Wenn (iv)
nicht wahr ist, dann gibt es eine Nullzeile in U. Sei d ein Vektor, dessen
letzter Eintrag ungleich Null ist. Dann hat das System Uz = d keine
Losung. Machen wir die Zeilenoperationen riickgéngig, finden wir ein b,
sodass Ax = b keine Losung hat. ]

1.8 Losungsmengen

Wir beschéftigen uns weiter mit Losungsmengen von LGS. Statt nur der Anzahl
von Losungen, wollen wir nun etwas iiber deren Gestalt lernen. Es ist dabei

15
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sinnvoll zwischen zwei Arten von Systemen zu unterscheiden: homogene und
inhomogene Systeme.

1.8.1 Homogene Systeme

Definition 1.8.1. Fin LGS der Form Ax = 0 wird homogen genannt.

Es ist einfach zu sehen, dass der Nullvektor immer eine Losung ist: A0 = 0 fiir
jede Matrix A. Diese Losung nennen wir trivial.

Theorem 1.8.2. Fin homogenes System hat genau dann nicht-triviale Lisun-
gen, wenn es zumindest eine freie Variable gibt.

Beweis. Wie oben bemerkt, ist 0 immer eine Losung. Aus Theorem 1.3.1 (ii)
folgt, dass dies genau dann die einzige Losung ist, wenn es keine freien Variablen
gibt. ]

Gibt es nur dir triviale Losung, ist die Losungsmenge L = {0} = span{0}.

Allgemein konnen wir die Losungsmenge als Spann mehrere Vektoren schreiben.

Theorem 1.8.3. Die Losungsmenge eines homogenen LGS kann als
spanf{vy, ..., v} fir Vektoren vy, ..., vy geschrieben werden.

Beweis. Sei I = {x: Ax = 0} die Losungsmenge eines homogenen LGS. Ist
{v1,...,v,} eine beliebige Teilmenge von L, dann liegt auch der Vektor u =
tiv1 + -+ -+ tv, in L fir alle tq,...,t. € R, denn

Au:A(tlvl—F""i‘tT’UT):t1A1)1+"‘+trAUT:t10+"'+t7«020.

Wir haben also gezeigt, das span{vy,...,v,} C L.
Nehmen wir nun an, es gibt eine weitere Losung v,,; € L, aber v, ¢

span{vy,...,v,}. Dann gilt v,,; € span{vy,...,v,41} C L und wir kénnen so
fortfahren, bis span{wvy,..., vy} = L. Dass dafiir wir nur endlich viele Schritte
notig sind, sehen wir spéter. O

Beispiel 1.8.4. Wir starten mit dem homogenen folgenden LGS in reduzierter
Form:

10 3010
01 -2 50
00 O0O0]0

16
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X

Abbildung 1.5: Die Losungsmenge span{u, v} eines homogenen LGS. (Fig 1.5.2
aus [LLLM])

Ausgeschrieben bedeutet dass

.T1+3.CL“3:0
I2—2$3+5ZE4:0,

was wir auch wiefolgt ausdricken kénnen:

r1 = —3x3 + Oxy
Ty = 203 — bxy
T3 = les + Ozy
Ty = Or3 + lx4

Wir sehen, also dass sich jeder Losungsvektor schreiben ldsst als

T -3 0
T 2 -5
:EZQ’) = C3 1 + Cy 0 ) C3,Cq S Ra
T4 0 1
oder
-3 0
2 -5
L= span{ 11 o }
0 1

Die Losungsmenge eines LGS lédsst sich also immer als linearer Spann von
Vektoren darstellen. Daraus folgt, dass die Losungsmenge eines homogenen LGS
immer entweder nur den Nullpunkt oder eine Gerade/Hyperebene durch den
Nullpunkt beschreibt. Eine Losungsmenge span{w,v} kann zum Beispiel eine
Ebene im R? beschreiben, wie in Abbildung 1.5 illustriert. Sind u = v = 0,
dann enthalt die ,,Ebene“ nur denn Nullpunkt. Ist u = cv fiir ein ¢ € R, dann
reduziert sich die ,Ebene“ zu einer Geraden. In jedem Fall ist die Losung ein
lineares Objekt. Uber dessen Dimension werden wir in Kiirze mehr lernen.

17
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1.8.2 Inhomogene Systeme

Definition 1.8.5. Ein LGS der Form Ax = b mit b # 0 wird inhomogen
genannt.

Theorem 1.8.6. Sei L, = {x: Ax = 0} und x, ein Vektor mit Axy = b.
Dann ist Menge aller Losungen des inhomogenen Systems

L;, = {1,'0 + Xy T, € ]Lh}.

Beweis. Sei xq eine beliebige Losung von Ax = b. Wir miissen zwei Dinge zeigen:
(i) dass jedes xg + @), mit @), € Ly, eine Losung ist,
(ii) dass wir alle Losungen als x¢ + xj, mit x; € 1L, schreiben konnen.

Eigenschaft (i) gilt, denn
A(xg + xp) = Axg + Az, =b+0=0.
Sei nun x eine weitere Losung von Az = b. Dann wahlen wir x;, = x — xg, woflr
Axy = Alx — xg) = Az — Ao =b—-b=0.
Also gilt € = o + x, fir ein x;, € L. O

Theorem 1.8.6 sagt, dass sich jede Losung eines inhomogenen LGS in eine
Summe aus zwei Komponenten aufteilen lasst:

 einer speziellen Losung x, des inhomogenen Systems,
« ciner allgemeinen Losung x; des homogenen Systems.

Zur Interpretation hilft es, die spezielle Losung zu fixieren. Die gesamte Losungs-
menge des inhomogenen Systems ist dann einfach die gesamte Losungsmenge des
homogenen Systems, aber um x; vom Nullpunkt verschoben. Das ist in Abbil-
dung 1.6 illustriert. Intuitiv sollte nun auch klar sein, dass wir x beliebig aus
den inhomogenen Losungen wahlen kénnen.

1.9 Lineare Unabhangigkeit

Es ist nicht ohne weiteres klar, ob die Losungsmenge eine Gerade, eine Ebene oder
eine hoherdimensionale Hyperebene beschreibt. Das hiangt mit der Definition des
Spanns (Definition 1.6.3) zusammen. Fur gegebene Vektoren vy, ..., v, kann es
zum Beispiel sein, dass span{vy,..., vy} = span{vy,...,vx_1}. Dies ist der Fall,

18
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Abbildung 1.6: Die Losungen eines inhomogenen Systemes sind die um eine spezi-
elle Losung x( verschobenen Losungen des homogenen Systemes.
(Fig 3.4.7 aus [AR].)

wenn sich v, bereits als Linearkombination aus vy, ..., v,_; darstellen ldsst. Das
heifit, es gibt Koeffizienten ¢q,...,cx_1 € R, so dass

Vi = C1U1 + =+ + Cp—1Vk—1,
oder, aquivalent dazu,
0=cv+--+ vy,

mit ¢, = —1 # 0. Wegen seiner Wichtigkeit, bekommt dieser Umstand einen
eigenen Namen.

Definition 1.9.1. Fine Menge von Vektoren vq,...,v, € R" sind linear
unabhdangig, wenn die Vektorgleichung

x1v1+---+:ck'vk:0

nur die triviale Losung @ = 0 besitzt. Andernfalls nennen wir die Vektoren
linear abhdngig.

Zugegeben, die Definition ist die weniger intuitive Variante der vorherigen Glei-
chungen. Die beiden Varianten sind allerdings tatsédchlich aquivalent. Wir wissen
nur im Vorhinein nicht, welcher der Vektoren sich als Linearkombination der
anderen schreiben lésst.

Theorem 1.9.2. Fine Menge M = {vy,..., v} ist genau dann linear abhdn-

gig, wenn es ein v; € M gibt, so dass v; € span(M \ {v,}).

Beweis.
=: Nehmen wir an, dass M = {vy,..., v} linear abhéngig ist. Dann gilt

0201U1+"'+0k’0k
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Xy

Abbildung 1.7: Darstellung dreier abhéngiger (rechts) und unabhéngiger (links)
Vektoren. (Fig 1.7.2 [LLM])

fir c1,...,c, nicht alle gleich 0. Sei j der grofite Index mit ¢; # 0. Dann
gilt auch
o Ol G
J ¢ 1 ¢ J-

Also ist v; € span(M \ {v;}).

<: Sei nun v; € span(M \{v;}). Nehmen wir der Einfachheit halber kénnen an,
dass v; € span(M \ {v1}) = span{v,, ..., v;}." Dann gibt es ¢y, ..., ¢, € R,
sodass
V1 = CUg + + - - + CLV.

Subtrahieren wir v; auf beiden Seiten, erhalten wir
0261171—|-6202+---+Ck1)k

mit ¢; = —1. Die Vektorgleichung hat also eine nichttriviale Losung (be-
ziiglich ¢1, ..., ¢;) und M ist deshalb linear abhingig. Il

Anmerkung 1.9.3. Im Voraus wissen wir nicht, welcher Vektor sich als Line-
arkombination der anderen darstellen lasst. Um Unabhdngigkeit zu tiberpriifen,
suggeriert der erste Teil des Beweises eine einfache Vorgehensweise. Startend mit
k = 2, dberprifen wir ob vy, sich als Linearkombination der vorherigen Vektoren
vq,...,V_1 darstellen ldsst.

Zur Interpretation betrachten wir Abbildung 1.7. Die zwei Vektoren uw und v
zeigen in verschiedene Richtungen und spannen deshalb eine Ebene span{w, v}
auf. Jeden Vektor in der Ebene konnen wir als Linearkombination aus w und
v schreiben. Links liegt der Vektor w auf dieser Ebene: wir konnen ihn als
Linearkombination aus w und v schreiben. Also ist {u, v, w} linear abhdngig und
es gilt span{wu, v, w} = span{wu, v}. Die Vektoren rechts sind linear unabhéngig.
Insbesondere liegt w nicht auf der Ebene span{w, v}, und damit ist span{w, v, w}
hoherdimensional als span{w,v}.

4Das ist ohne Beschrinkung der Allgmeinheit (0.b.d.A), weil wir die Vektoren andernfalls
einfach umordnen kénnen.
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M )

Abbildung 1.8: Linear abhangige (links und mittig) und unabhéngige (rechts)
Vektoren. (Fig 4.3.3 in [AR])

Im Fall von ein oder zwei Vektoren, ist lineare Abhéngigkeit besonders leicht zu
bestimmen. Das folgende Resultat folgt direkt aus Theorem 1.9.2; einen Beweis
iiberlassen wir als Fingertibung.

Korollar 1.9.4.

(i) Eine Menge {v} ist genau dann linear abhdingig, wenn v = 0.

(ii) FEine Menge {vy,v2} ist genau dann linear abhdingig, wenn v, = cvy fir ein

c€R.

Abbildung 1.8 zeigt zwei linear abhéngige (link und mitte) und unabhéngige
(rechts) Vektoren.

Wir koénnen lineare Unabhéngigkeit auch durch LGS beschreiben. Sei A =
(v; -+ vg) € Rk, so dass Az = x1v; + - -+ + 23v,. Dann sind vy, ..., v, nach
Definition 1.9.1 genau dann linear unabhéngig, wenn Axz = 0 nur die triviale
Losung hat. Daraus erhalten wir folgendes Resultat.

Theorem 1.9.5. Jede Menge {vy, ..., v} C R™ mit k > n ist linear abhdingig.

Beweis. Definiere A = (vy -+ vg). Da k > n, kann A nicht in jeder Spalte einen
Pivot haben und es gibt zumindest eine freie Variable. Theorem 1.3.1 sagt uns,
dass das homogene LGS dann unendlich viele Losungen besitzt. Es gibt dann auf
jeden Fall nicht-triviale Losungen des LGS Az = 0 und deshalb ist {vy,...,v%}
linear abhangig. O

Beispiel 1.9.6. Die Vektoren

=) e (3) =)

sind linear abhdingig, da es mehr Vektoren (k = 3) als Komponenten (n = 2) gibt.
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Beispiel 1.9.7. Die Vektoren

() » ()

sind linear abhdngig, da v = —4vs und deshalb v, € span{vy}.

Beispiel 1.9.8. Die Vektoren

3 —12 0
v = 1 3 Vy = —4 ) V3 = 0 9
0 1 1
sind linear abhdngig, weil v, = —ivg + %’03.
Beispiel 1.9.9. Die Vektoren
3 —12 0
1 ) =5 ) 0 )
0 1 1
sind linear unabhdngig, denn das LGS
3 —12 0|0
1 =5 0/0
0 1 110

hat nur die triviale Losung.

Der Nullvektor liegt in jedem Spann. Also ist jede Menge, die ihn enthélt,
linear abhangig.

Theorem 1.9.10. Jede Menge M = {vy,...,vx} mit 0 € M ist linear abhdn-
91g.

Beweis. Nehmen wir o.b.d.A an, dass v; = 0. Dann gilt insbesondere
0= 1’01+0’02+"'+ka,
also ist M linear abhangig. ]

Anmerkung 1.9.11. Die Beweise der folgenden Eigenschaften, lassen wir als
Ubung:

(i) Erweitern wir eine abhangige Menge {vq,...,vp} zu {v1, ..., V1 }, bleibt
sie linear abhdngig. Andersherum gilt das nicht. Ist {vy,...,vx} abhdingig,
kann {vy,...,vp_1} sowohl unabhdingig als auch abhdngig sein.
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(7i) Reduzieren wir eine unabhdngige Menge {vq,...,vx} zu{vy, ..., vp_1} bleibt
diese unabhingig. Uber die Unabhingigkeit einer Erweiterung {v1, ..., Vgy1}
wissen wir allerdings nichts.

1.10 Lineare Abbildungen

Fiir gegebenes A € R™*" transformiert das Matrix-Vektor-Produkt jeden Vektor
x € R” in einen Vektor Az € R™. Durch die Transformation wird also eine
Abbildung/Funktion 7': R™ +— R™ definiert durch T'(x) = Az. Solche Abbil-
dungen nennen wir linear. Wir konnen das etwas abstrahieren. Wir nennen jede
Abbildung linear, die die Eigenschaften aus Theorem 1.7.5 erfiillt.

1.10.1 Aligemeine lineare Abbildungen

Definition 1.10.1. Wir nennen eine Abbildung T: D — W linear, wenn
1. T(x+vy) =T(x) + T(y) fir alle x,y € D,
2. T(cx) = cT(x) fir allec € R, z € D.

Lineare Abbildungen haben ein besonderes Verhalten beziiglich Addition und
Multiplikation mit Skalaren. Es ist egal, welche Operation wir zuerst durchfithren.
Durch wiederholte Anwendung der Eigenschaften sehen wir, dass 1" genau dann
linear ist, wenn

T(crxy + -+ cpry) = aT(xy) + - - + e, T (z)

fir alle ¢1,...,cp € Rund xy,..., 2, € D.

Erstmal reicht es aus, lineare Abbildungen zwischen euklidischen Rdumen
D =R" und W = R™ zu verstehen. Lineare Transformationen zwischen solchen
lassen sich immer eindeutig als Matrix-Vektor-Produkt darstellen.

Theorem 1.10.2. Eine Abbildung T: R™ — R™ ist genau dann linear, wenn
es eine Matriz A € R™" gibt, sodass T(x) = Ax fir alle x € R™. Diese
Matrix ist eindeutig.

Beweis. Fiir jede Matrix A € R™*", wissen wir von Theorem 1.7.5, dass die
Abbildung T'(x) = Az linear ist. Sei nun 7': R* — R™ linear. Sei e; der j-te
Einheitsvektor (bei dem die j-te Komponente 1 und alle anderen 0 sind) und
A= (T(ey) --- T(e,)) € R™". Dann gilt fiir jedes € R",

T(x)=T(rre17+ -+ xre,) =x1T(e1) + -+ 2,T(e,) = Ax.
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Wir zeigen nun, dass die Matrix A eindeutig ist. Angenommen B ist eine
weitere Matrix, sodass T'(x) = Bz fiir alle € R™. Dann gilt insbesondere, dass
T(e;) = Aej = a; und T'(e;) = Bx = b;, wobei a; und b; die j-ten Spalten von
A und B sind. Es sind also alle Spalten der Matrizen A und B gleich und damit
auch die Matrizen A und B selbst. [

Geometrisch gesehen werden durch lineare Abbildungen geradlinige Objekte
in andere geradlinige Objekte iiberfithrt. Transformieren wir zum Beispiel alle
Punkte einer Geraden in R™ linear, erhalten wir eine andere Gerade (oder einen
Punkt) in R™. Aus Definition 1.10.1 (ii) mit ¢ = 0 folgt auBlerdem, dass 7°(0) = 0.
Ist der Nullpunkt in der urspriinglichen Menge enthalten, ist er also auch in der
transformierten Menge.

1.10.2 Lineare Abbildungen R?> — R?

Um Intuition zu entwickeln, betrachten wir einige Beispiele von linearen Trans-
formationen in der Ebene R?. In den folgenden Abbildungen sind die grauen
Punkte die Ausgangsmenge. Diese Menge wird dann durch eine lineare Funktion
T: R* — R? also T(z) = Az mit A € R**?, transformiert. Das Ergebnis sind
die griinen Punkte.

Die Standardmatriz A der Transformationen finden wir einfach, indem wir
tiberlegen wie die Vektoren e; = (1,0) und ey = (0, 1) transformiert werden. Aus
dem Beweis von Theorem 1.10.2, wissen wir dann, dass A = (T'(e1) T'(e2)).

Stauchung und Streckung

(a) Stauchung/Streckung um Faktor k£ € R entlang der z;-Achse:

(b) Stauchung/Streckung um Faktor k € R entlang der xo-Achse:
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10 s
A= <0 k) , keR
Spiegelung
(a) Spiegelung an der Geraden zy = 0:
1 0 s
=)
(b) Spiegelung an der Geraden x; = 0:
~1 0 -
(o)
(c) Spiegelung an der Geraden x; = xa:

25
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1 Lineare Gleichungssysteme in R"

(d) Spiegelung an der Geraden x; = —zy:

(e) Spiegelung am Punkt 27 = xo = 0:

Scherung

(a) Horizontale Scherung um Faktor k£ € R:

(b) Vertikale Scherung um Faktor & € R:

26
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Rotation

10
k1

Auch Rotationen um den Nullpunkt sind lineare Transformationen. Die Ma-
trix A lasst sich fiir solche Transformationen am FKEinheitskreis ablesen. Ei-
ne Drehung des Vektors e; = (1,0) um ¢ gegen den Uhrzeigersinn ergibt
den Vektor (cos(¢),sin(¢)). Drehen wir bspw. um 90°, erhalten wir den Punkt
(cos(m/2),sin(7/2)) = (0,1). Ahnlich sehen wir, dass der Vektor e; = (0,1) zu
(sin(—¢), cos(—¢)) transformiert wird.

(a) Rotation um Winkel ¢ gegen den Uhrzeigersinn:

A= (COS(é) —Sin(¢)> % o

sin(g)

cos(¢)

(b) Rotation um Winkel ¢ im Uhrzeigersinn:

Projektionen

~sin()

cos(—9) ) X0
sin(¢) B
cos(0)

Mit Projektionen werden uns spater noch ausfithrlicher beschéftigen. Erstmal be-
trachten wir zwei simple Félle, ndmlich Projektionen auf die beiden Hauptachsen.
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(a) Projektion auf die Gerade z; = 0:

(b) Projektion auf die Gerade x5 = 0:

1.10.3 Lineare Abbildungen in Funktionenraumen

Definition 1.10.1 ist allgemein gehalten, weil es wichtige Beispiele von linearen
Abbildungen zwischen nicht-euklidischen Rdumen gibt. Das wichtigste Beispiel
sind Raume von Funktionen. Das konnen wir jetzt schon mal kurz anteasern.

Raume von Funktionen sind in der modernen Statistik nicht wegzudenken. In
Regressionsproblemen suchen wir beispielsweise eine Funktion f, sodass Y =
f(X) + ¢, fir Zufallsvariablen Y, X € R und Rauschen ¢ mit E[e | X] = 0.
Gegeben X = z, konnen wir dann Y durch f(z) vorhersagen, denn

EY | X =z =E[f(X)+e| X =z = f(x).

In der Praxis sucht dann ein Algorithmus eine geschatzte Funktion f aus einer
ganzen Menge von Funktionen F. Durch Resultate der linearen Algebra kénnen
wir solche Mengen (und dadurch die Algorithmen) besser verstehen.

Beispiel 1.10.3. Sei F = L?([0,1]) die Menge aller Funktionen f:[0,1] — R
mit [y f?(z)dx < co. Fiziere g € F und definiere die Abbildung T': F — R durch
T(f) = Jy g(x)f(x)dz. Es lisst sich leicht iberprifen, dass T linear ist: fir alle
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fi, fo € F und c € R, gilt

T(fi+ f2) /9 r) + fa(z))dz
—/g ) fi( )dw+/g ) fa(
=T(f1) +T(f2),

T(cfr) :/cg(:v filz dx:cl/g x) fi(z)dx = cT(fr).

FEine intuitive Verbindung zu euklidischen Abbildungen ldsst sich leicht herstel-

len. Fir gegebene Punkte x; = j/n,j =1,...,n, schreiben wir
f(z1)
f=| ¢ |ew
f(xn)
und definieren die lineare Abbildung T, durch das Matrixz-Vektor-Produkt

f(iﬁ)
T.(f) = (g(@)/n - glz)/n) |
f(xn)

Dann erhalten wir fiir n — oo, dass Tp(x) — [y f(x)g(x)dz.

Weil diese nicht-euklidischen Beispiele in der Statistik relevant sind, beweisen
wir in den folgenden Kapiteln manchmal Eigenschaften fiir allgemeine lineare
Abbildungen T': D — W. Selbstverstandlich gelten diese dann auch fiir Matrix-
Transformationen 7'(x) = Ax von R™ nach R™. Zum einfacheren Versténdnis
ist es empfehlenswert, die Resultate immer erst im euklidischen Kontext zu
betrachten.
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2 Matrixalgebra

Wie wir gesehen haben, hingt die Losungsmenge eines LGS Ax = b im We-
sentlichen von der Beschaffenheit der Matrix A ab. Es liegt deshalb nahe, sich
tiefergehend mit solchen Matrizen auseinanderzusetzen. Insbesondere definieren
wir niitzliche Operationen auf solchen Matrizen, wie zum Beispiel die Summe
A+ B oder das Produkt AB. Dies wird es uns erheblich erleichtern, Losungsmen-
gen zu analysieren und lineare Probleme zu verstehen.

2.1 Matrixoperationen
2.1.1 Addition und Skalarmultiplikation

Definition 2.1.1. Fir Matrizen A, B € R™*" und ¢ € R definieren wir

ajp +by o0 a + by
Alde 8 = :
Am1 + bml st Qmn + bmn
und
Ca11 cee CQ1p
cA =
Cam1 - Clmp

Anmerkung 2.1.2. Beachte, dass die Matrizen A und B die gleichen Dimen-
sionen haben maissen, sonst ist A+ B nicht definiert.

Wir definieren auflerdem die Nullmatrix 0 € R™*" als die Matrix, bei der
alle Eintrdage gleich 0 sind. Das folgende Resultat folgt dann direkt aus den
Eigenschaften der Addition und Multiplikation von reellen Zahlen.
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Theorem 2.1.3. Seien A, B,C € R™"™ und r,s € R. Dann gilt:
(i) A+ B=B+ A

(ii) (A+ B)+C=A+(B+C)

(iii)) A+0=A

(iv) r(A+B)=rA+rB
(v) (r+s)A=rA+sA

(vi) r(sA) = (rs)A.

Anmerkung 2.1.4. Zusammen mit den Regeln fiir das Matrixz- Vektor- Produkt
(Theorem 1.7.5), bekommen wir zum Beispiel Ax + Bx = (A + B)x. Die rechte
Seite definiert also eine neue lineare Abbildung x — (A + B)x, die sich ergibt,
wenn man die Resultate von x — Ax und x — Bx addiert.

2.1.2 Multiplikation

Definition 2.1.5. Sei A € R™* und B € R**". Dann definieren wir das
Matrixprodukt AB als die Matrix

AB = (Ab; --- Ab,) € R™",

wobei by, ..., b, die Spalten von B sind.

Anmerkung 2.1.6. Beachte, dass das Produkt AB nur definiert ist, wenn die
Anzahl der Spalten in A gleich der Anzahl der Zeilen in B ist.

Anmerkung 2.1.7. Das Matriz-Vektor-Produkt Ab kann als Spezialfall der Ma-
trizmultiplikation verstanden werden, in dem wir b als Matriz mit nur einer
Spalte auffassen, also b € R™*!.

Die Spalten des Matrixprodukts AB lassen sich also durch Matrix-Vektor-
Multiplikation von A mit den Spalten von B berechnen. Die einzelnen Eintrige
bekommen wir durch die Zeilen-Spalten-Regel:

(AB)ij = airbij + -+~ @inby;.

Den Eintrag von AB in der i-ten Zeile und j-ten Spalten bekommen wir, indem
wir alle Eintrdge der i-ten Zeile von A und der j-ten Spalte von B multiplizieren
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und summieren. Eine zeilenweise Darstellung bekommen wir iiber die Zeilen
ai,...,a, von A:
alB
AB = : )
a,,B

wobei wir die Zeilenvektoren a; hier als Matrix in R'** verstehen.

Das Matrixprodukt AB lésst sich {iber die Verbindung zu linearen Abbildungen
verstehen. Wir starten mit einem Vektor & € R". Durch Multiplikation mit der
Matrix B erhalten wir einen neuen Vektor y = Ba € R*. Diesen Vektor transfor-
mieren wir durch Multiplikation mit A und erhalten als Endresultat ein z € R™,
nédmlich z = Ay = A(Bz) = (AB)z. Die Rechenformel in Definition 2.1.5 lasst
sich daraus leicht herleiten, denn

Das Matrixprodukt AB beschreibt also die Verkettung von zwei linearen Abbil-
dungen. Zum Beispiel kann A um den Faktor 0.5 entlang einer Achse stauchen
und B einen Punkt um 45° rotieren. AB ist dann die Matrix der Abbildung, die
zuerst um 45° rotiert und dann um den Faktor 0.5 staucht.

Die Rechenregeln fiir Multiplikation von Matrizen sind weitestgehend ahnlich
zu denen von reellen Zahlen. Dazu definieren wir die Einheitsmatrix (auch
Identitatsmatriz) I,, € R™*™ als Matrix mit Diagonaleintragen gleich 1 und allen
anderen Eintrégen gleich 0:

1 0 --- 0

0 1 0 0
I, =

0 0 1 0

0 0 1

Theorem 2.1.8 (Rechenregeln Matrixmultiplikation). Sei A € R™™ und
B, C weitere Matrizen, sodass die untenstehenden Summen und Produkte
wohldefiniert sind.

(i) A(BC) = (AB)C,

(i) A(B+C) = AB + AC,

(iii) (B + C)A= BA+ CA,

(iv) c(AB) = (cA)B = A(cB) fiir jedes c € R,
(v) I, A= A=Al
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Beweis. Die Eigenschaften lassen sich direkt nachrechnen. Zum Beispiel gilt
(i) A(BC)=A(Bcy --- Be,) = (ABey -+ ABe,) = (AB)C.
Beweise der weiteren Eigenschaften iiberlassen wir als Ubungsaufgabe. ]

Im Vergleich zu Multiplikation von reellen Zahlen ist bemerkenswert, dass
die Kommutativitdt AB = BA fehlt. Das kann schon deshalb nicht allgemein
gelten, weil die Dimensionen von A und B oft nur eins der beiden Produkte
zulassen. Ist zum Beispiel A € R**? und B € R?**, dann ist AB definiert,
BA aber nicht. Doch selbst, wenn die Dimension passen (z.B. bei quadratischen
Matrizen A, B € R™*"), gilt im Allgemeinen nicht AB = BA. Die Reihenfolge
der R? — R? Transformationen aus Abschnitt 1.10.2 spielt ja auch intuitive eine
Rolle (erst entlang der x1-Achse strecken und dann rotieren ist etwas anderes als
zuerst zu rotieren und dann entlang x1-Achse zu strecken). Um diesen Umstand
zu betonen sagen wir zu AB manchmal, dass B von links mit A multipliziert
wird, oder A von rechts mit B.

Beispiel 2.1.9. Se:

Dann ist

10 —4 2 4
(), man (2 ).

Es gibt noch einen weiteren Fallstrick. Ist AB = 0, kénnen wir daraus nicht
schlieflen, dass A =0 oder B = 0.

) e

Dann ist AB =0 aber A, B # 0.

Beispiel 2.1.10.

Daraus folgend, bedeutet AB = AC im Allgemeinen auch nicht, dass B = C.
Wir kénnen also nicht einfach ,durch A teilen“. Wann das moglich ist, lernen wir
in Kiirze.

Indem wir eine Matrix mehrmals mit sich selbst multiplizieren kénnen wir
aulerdem Potenzen A" einer Matrix definieren. Solche Potenzen werden sich
spater noch als niitzlich erweisen.

Definition 2.1.11. Die n-te Potenz einer Matriz A ist A = A-.- A.
—

n mal
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Wir haben gesehen, dass die Verkettung zweier Matrix-Vektor-Multiplikationen
wieder eine lineare Abbildung beschreibt. Dies ist eine wichtige Eigenschaft, die
wir auch allgemeiner beweisen koénnen.

Theorem 2.1.12. Seien T1: D — E und Ty: E — W lineare Abbildungen.
Dann ist auch die Abbildung T := Ty o Ty: D — W mit T(x) = To(Ti(x))
linear.

Beweis. Fir alle x,y € D gilt

T(z+y) =To(Ti(z +y))
[Ty linear] = To(Th(x) +T1(y))
[Ty linear] = Ty(

und

T(cx) = To(T1(cx))

[T7 linear] = Ty(cTy(z))

[T linear] = cT5(T(z))
=dI(x). O

2.1.3 Transposition

Bei der Transposition einer Matrix werden die Rollen von Zeilen und Spalten
getauscht.

Definition 2.1.13. Die Transposition AT € R™™ eine Matriz A € R™*" ist
definiert durch (A");; = Aj; fir allei€1,...,nundj=1,...m.

Beispiel 2.1.14.

1 0
A_G’ _32 i) ~ AT—|_92 3
3 4

Die folgenden Eigenschaften lassen sich dann leicht nachrechnen.
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Theorem 2.1.15. Seien A und B zwei Matrizen, sodass die folgenden Opera-
tionen wohldefiniert sind. Dann gilt:

(i) (A1) =

(ii) (A+B)T = AT+ BT

(iii) (cA)T = cAT fir jedes c € R,
(iv) (AB)T = BTAT.

2.2 Inverse

2.2.1 Inverse Matrizen

Wir sind vorher auf ein Problem beim Vereinfachen von Matrixgleichungen gesto-
Ben: aus AB = AC folgt nicht B = C. Fiir reelle Zahlen A, B, C' € R klappt das,
falls A # 0. Dann kénnen wir beide Seiten durch A teilen. Die Zahl A~! =1/A
nennen wir dabei (multiplikative) Inverse zu A. Wir wollen solche Inversen nun
auch fiir Matrizen definieren.

Definition 2.2.1. Sei A € R™*" gegeben. Wenn es eine Matrix B € R™"
gibt, sodass AB = BA = I,,, nennen wir A invertierbar und bezeichnen B
als inverse Matrix zu A. Wenn es keine inverse Matriz gibt, nennen wir A
singuldr.

Die Matrix B in der Definition schreiben wir normalerweise als A~! und
bezeichnen sie als ,,die” Inverse. Damit gelten die Regeln

ATTA =1, AA =1,

Diese Notation ist unbedenklich, weil eine invertierbare Matrix nur genau eine
Inverse haben kann.

Lemma 2.2.2. Sind B und C zwei inverse Matrizen zu A, dann ist B = C.

Beweis. Es gilt BA = I,. Multiplizieren wir beide Seiten von rechts mit C,
erhalten wir (BA)C = IC = C. Andererseits gilt (BA)C' = B(AC) = BI,, = B.
Also gilt B=C. [

Es gelten die folgenden Regeln.

35



2 Matrixalgebra

Theorem 2.2.3.

(i) Ist A invertierbar, dann ist auch A~ invertierbar und

(A1 = A,

(i) Sind A, B € R™*" invertierbar, dann ist auch AB invertierbar und

(AB)™'=B7tA™!

(iii) Ist A invertierbar, dann ist auch A" invertierbar und

(AN =)’

Beweis. Um die Eigenschaften zu Beweisen, miissen wir jeweils zeigen, dass die
(behaupteten) Inversen die Eigenschaften in Definition 2.2.1 erfillen.

(i) Es gilt A7'A =T und A™'A = I, also ist A eine Inverse zu A~
(i) Es gilt
(AB)(B'A™)) = A(BB™Y)A™ = ATA = AA =]

und
(B_IA_l)(AB) = B_I(A_lA)B =B 'IB=BB'=1.

(iii) Wir verwenden Eigenschaft (iv) von Theorem 2.1.15:

(ANTAT =44 ) =1T=1, und ATAH =A'AT=1. O

Anmerkung 2.2.4. In (i) und (iii) herrscht sogar Aquivalenz, weil wir die Rollen
von z.B. A und A" einfach vertauschen kénnen. Auch in (ii) herrscht Aquivalenz,
aber das beweisen wir erst in der Ubung.

Ein nittzlicher Blinkwinkel auf inverse Matrizen sind die zugehorigen lineare
Transformationen. Ist T(x) = Az und T~ !(z) = A~ '@, dann gilt T-1(T(x)) =
A7'Az und T(T~'(x)) = . Die Abbildung T~! macht also die Transformation
T riickgangig. Die meisten Transformationen in Abschnitt 1.10.2 kénnen wir
riickgdngig machen. Zum Beispiel lasst sich eine Stauchung 7" um den Faktor
k € R durch eine Streckung 7! um den Faktor k wieder aufheben. In solchen
Fallen nennen wir 7! die inverse Abbildung zu 7. Andere Transformationen,
wie z.B. Projektionen lassen sich nicht riickgdngig machen, also gibt es auch keine
inverse Abbildung/Matrix dazu. Zur Existenz der Inversen Matrix lernen wir in
Kiirze mehr.
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2.2.2 Berechnung und Elementarmatrizen

Inversen per Hand zu berechnen ist selten niitzlich und im Allgemeinen zah. Wir
wollen trotzdem kurz einen allgemeinen Algorithmus herleiten. Der Algorithmus
wird uns namlich helfen eine Verbindung zu LGS und deren Zeilenstufenform
und herzustellen.

Wir beginnen mit einer Verbindung der Inversen zu linearen Gleichungssyste-
men.

Theorem 2.2.5. Wenn A € R™*" invertierbar ist, dann hat das LGS Ax = b
fiir jedes b € R™ genau eine Losung, nimlich € = A~'b.

Beweis. Zuerst sehen wir, dass A(A7'b) = AA™'b = b, also ist ¢ = A7'b
tatsdchlich eine Losung des LGS. Aulerdem muss fiir jede Losung @ gelten, dass

Ar=b = A 'Az=A"" = x=A"b.

Also ist die Losung eindeutig. ]

Wir erklaren zunéchst den Algorithmus, ein formaler Beweis der einzelnen
Schritte folgt spiter. Die Spalten der inversen Matrix sind (A7 'e; --- A7 le,)
fir Einheitsvektoren ey, ..., e,. Diesen Vektor & = A~'e; kénnen wir auch als
Losung des LGS Az = e; oder (A | e;) schreiben. Losen wir dieses LGS, haben
wir also die j-te Spalte der Inverse gefunden. Um das LGS zu 16sen, fithren wir es
in die reduzierte Zeilenstufenform iiber. Die Operationen sind dabei gleich, egal
welchen Einheitsvektor e; wir gerade betrachten. Deshalb reicht es eine grofie
Koeffizientenmatrix (A | e; --- e,) = (A | I,) aufzustellen und zu reduzieren.
Weil es nur eine Losung gibt, muss die linke Seite des reduzierten LGS die
Identitédtsmatrix I,, sein. In reduzierter Form haben wir dann also (I,, | A™1).

Fiir den Spezialfall A € R?*2 gibt es eine einfache Formel. Ist

a b
a=(e )
1 d —b
-1 _
4 _ad—bc<—c a>'

Beispiel 2.2.6. Fiir A € R**? kénnen wir die Formel zur Illustration des allge-
meinen Algorithmus kurz tiberpriifen. Sei

1 -2
=)
1[4 2
,1_7
4 10(—3 1)'
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Wir finden diese Matriz nun durch Reduktion (A | I)~ (I | A™'). Es gilt

1 =21 0\ @-3mn (1 =2 1 0
3 40 1 0 10]-3 1

@ (1 -2 1 0
0 1|-3/10 1/10

(1)+2(2) 1 0| 4/10 2/10
0 1|-3/10 1/10)"

Um eine Inverse zu berechnen, fithren wir eine Reihe von elementaren Zeilen-
operationen durch, bis die Matrix in reduzierter Zeilenstufenform ist. Jede dieser
Operationen kann durch Multiplikation mit sogenannten FElementarmatrizen
dargestellt werden.

Definition 2.2.7. Eine Matriz E, die aus einer einzelnen elementare Zeilen-
operationen angewandt auf die Identitdtsmatriz entsteht, nennen wir Elemen-
tarmatriz.

Beispiel 2.2.8. Die Elementarmatrix

10
el )

entsteht aus Iy durch Multiplikation der zweiten Zeile mit —2. Multiplizieren wir
eine beliebige Matriz A von links mit E, erhalten wir

_ a1 12
BA= (—2@21 —2a22> '
Die zweite Zeile von A wurde mit —2 multipliziert.

Beispiel 2.2.9. Die Elementarmatriz

E =

O = O
o O =
— o O

entsteht aus I3 durch Vertauschen der ersten beiden Zeilen. Multiplizieren wir
eine beliebige Matriz A von links mit E, erhalten wir

Q21 dAg22 (23
FA=|an a2 a3

31 dz2 G33

Die ersten beiden Zeilen von A wurden vertauscht.
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Beispiel 2.2.10. Die Elementarmatriz

10
E=101
30

— O O

entsteht aus I3, indem wir 3-mal die erste Zeile zur dritten addieren. Multiplizieren
wir eine beliebige Matriz A von links mit E, erhalten wir

ail a2 ais
EFA= a1 a22 a23
3ai; +as; 3a +asy 3aiz + ass

Die erste Zeile von A wurde 3-mal zur dritten Zeile addiert.

Fiir jede elementare Zeilenoperation gibt es eine zweite, die die erste wieder
Riickgangig macht. Zum Beispiel kénnen wir die Multiplikation der zweiten Zeile
mit ¢ # 0 durch Multiplikation der Zeile mit 1/c riickgingig machen. Es gilt also

SR R (A (R B

Daraus folgt, dass jede Elementarmatrix E eine Inverse £~! besitzt und, dass die
Inverse selbst eine Elementarmatrix ist. Im Algorithmus zur Berechnung von A~*

multiplizieren wir also beide Seiten des Systems (A | I,,) mit Elementarmatrizen
E., ..., B, sodass

(A| L)~ (Ey--EA| Ey---E\I) ~ (I, | A™Y).

Wir erhalten das folgende Resultat als Rechtfertigung des Algorithmus.

Theorem 2.2.11 (Aquivalenzen). Sei A € R™™. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(a) A ist invertierbar.
(b) Die reduzierte Zeilenstufenform von A ist I,,.

(c) A kann als Produkt von Elementarmatrizen dargestellt werden.

Beweis (optional). Wir zeigen die Aquivalenzen durch den Ringschluss (a) =
(b) = (c) = (a).

e (a) = (b): Nach Theorem 2.2.5 hat das LGS Az = b eine Losung fiir
jedes b. Wegen Theorem 1.7.6 hat A dann einen Pivot in jeder Zeile. Weil
A quadratisch ist, gibt es auch in jeder Spalte einen Pivot, also ist die
reduzierte Zeilenstufenform 1,,.
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e (b) = (¢): Angenommen die reduzierte Zeilenstufenform von A ist 7,,. Dann
gibt es Elementarmatrizen Fi, ..., E), sodass

Ey---E1A=1,.

WEeil jede Elementarmatrix F; eine Elementarmatrix £ ! als Inverse hat,
erhalten wir durch Linksmultiplikation der Gleichung mit diesen

A=FE1' - E'L,=E1 - EL

e (¢) = (a): Wenn A das Produkt von Elementarmatrizen ist, ist es insbeson-
dere das Produkt von invertierbaren Matrizen und damit selbst invertierbar
(Theorem 2.2.3). O

2.2.3 Aquivalenzen und Querverbindungen

Das Schéne an der linearen Algebra ist, dass alles Konzepte miteinander in Verbin-
dung stehen. In Theorem 2.2.11 haben wir die Invertierbarkeit einer Matrix durch
Aquivalenzen mit der Zeilenstufenform und Elementarmatrizen in Verbindung
gebracht. Wir werden das Resultat von nun an Schritt fiir Schritt mit weiteren
bereits erlernten Konzepten erweitern. Im Verlauf des Semesters werden wir noch
viele weitere Aquivalenzen zu neuen Konzepten hinzufiigen.

Theorem 2.2.12 (Aquivalenzen). Sei A € R™™. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(a) A ist invertierbar.
(b) AT ist invertierbar.
(c) Die reduzierte Zeilenstufenform von A ist I,.

(d) Das LGS Ax = 0 hat nur die triviale Lisung.

Beweis. Die Aquivalenz (a) < (b) folgt aus Theorem 2.2.3 (iii) und (a) < (c)
aus Theorem 2.2.11. Aquivalenz der ersten drei Aussagen zu (d) zeigen wir nun
durch den Ringschluss (a) = (d) = (c¢). Die Implikation (a) = (d) folgt direkt
aus Theorem 2.2.5. Wie zeigen nun (d) = (c). Hat das System (A | 0) nur die
triviale Losung, so gibt es laut Theorem 1.3.1 keine freien Variablen. Also hat
A einen Pivot in jeder Spalte. Weil A quadratisch ist, gibt es damit auch einen
Pivot in jeder Zeile. Die reduzierte Zeilenstufenform ist also I,,. O]

Die Verkniipfung der verschiedenen Konzepte ist ein machtiges Werkzeug. Um
beispielsweise etwas tiber inverse Matrizen zu lernen, konnen wir genauso gut die
Losungsmenge zu Ax = 0 charakterisieren. Das fithrt manchmal zu unverhofften
Erkenntnissen. Um zu zeigen, dass B eine Inverse zu A ist, mussten wir bisher
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die beiden Eigenschaften BA = I, und AB = I, iberpriifen. Tatsachlich reicht
eine der beiden Eigenschaften bereits aus.

Theorem 2.2.13. Eine Matriz A € R™"™ ist invertierbar, wenn eine Matrix
B gibt, die BA = I,, oder AB = I, erfiillt. Es gilt dann B = A~'.

Beweis.

o Fall BA = I,: Wir zeigen zuerst, dass A invertierbar ist. Nach Theo-
rem 2.2.12 (d) reicht es zu zeigen, dass Az = 0 nur die triviale Losung hat.
Sei x eine beliebige Losung. Multiplizieren wir die Gleichung Az = 0 von
links mit B, erhalten wir

Ar =0 = BAx=B0 = IL,x=0 = x=0.

Also gibt es nur die triviale Losung und A ist invertierbar. Ist A=! die
Inverse, erhalten wir

BA=1, = DBAA'=LA"' = DB=A"
wie behauptet.

o TFall AB = I,,: Aus dem ersten Fall folgt, dass B invertierbar ist mit A = B~1.
Laut Theorem 2.2.3 ist dann auch A invertierbar mit A= = B. ]

In Theorem 2.2.12 haben wir Inverse mit homogenen LGS verkniipft. Als

Nachstes stellen wir eine Verbindung zu inhomogenen LGS her.

Theorem 2.2.14 (Aquivalenzen). Sei A € R™™. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(a) A ist invertierbar.

(b) AT ist invertierbar.

(¢) Die reduzierte Zeilenstufenform von A ist I,.

(d) Das LGS Ax = 0 hat nur die triviale Losung.

(e) Das LGS Ax = b hat genau eine Losung fir jedes b € R™.

(f) Das LGS Ax = b hat eine Lésung fiir jedes b € R™.

Beweis. Die Aquivalenzen der ersten vier sind bereits gezeigt. Wir zeigen den
Ringschluss (a) = (e¢) = (f) = (b), um Aquivalenz aller Aussagen herzustellen.
Den Teil (a) = (e) haben wir bereits in Theorem 2.2.5 gezeigt und (f) folgt
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trivialerweise aus (e). Aus Theorem 1.7.6 wissen wir dann, dass A einen Pivot in

jeder Zeile haben muss. Weil A quadratisch ist, ist die reduzierte Zeilenstufenform
deshalb I,,. [l

Die letzte Erweiterung fiir den Moment ist jetzt so gut wie trivial. Sie stellt
Querverbindungen zu Linearkombinationen und Unabhéngigkeit her.

Theorem 2.2.15 (Aquivalenzen). Sei A € R™*™. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(a) A ist invertierbar.

(b) AT ist invertierbar.

(c¢) Die reduzierte Zeilenstufenform von A ist I,.

(d) Das LGS Ax = 0 hat nur die triviale Losung.

(e) Das LGS Ax = b hat genau eine Losung fir jedes b € R™.
(f) Das LGS Ax = b hat eine Lésung fiir jedes b € R™.

(9) Die Spalten von A sind linear unabhdingig.

(h) Die Zeilen von A sind linear unabhdngig.

(i) Die Spalten von A spannen R™.

(j) Die Zeilen von A spannen R™.

Beweis. Die Aquivalenzen zwischen (a)—(f) haben wir bereits gezeigt und (a) <
(g) in Theorem 2.2.3 bewiesen. Die Aquivalenz (d) < (g) folgt direkt aus der
Definition von linearer Unabhéngigkeit und (f) < (i) aus Theorem 1.7.6. Wegen
(b) folgen auch die Aquivalenzen zu (h) und (j). O

2.3 Anwendungen

2.3.1 Interpolation

Nehmen wir an, wir haben n Datenpunkte (y;,z;), j = 1,...,n. Angenommen,
diese Punkte sind dadurch entstanden, dass wir eine stetige Funktion f an endlich
vielen Stellen x4, ..., z, € R messen. Hier gilt dann y; = f(z;). Um die Funktion

f zu approximieren, konnen wir die Punkte (y;, x;) interpolieren: wir finden eine
Funktion f,, sodass y; = f,(z;) fir alle j =1,...,n.

In Abbildung 2.1 sehen wir links fiinf beobachtete Punkte. Rechts sehen wir
dann eine Funktion, die diese Punkte interpoliert. Eine solche Funktion f,, ist
nicht eindeutig — aufler an den Punkten z4,...,x, wissen wir nichts. Um eine
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Abbildung 2.1: Beobachtete Punkte (links) und das interpolierende Polynom
(rechts).

eindeutige Interpolationsfunktion f,, zu bekommen, miissen wir den Suchraum
einschrénken. Zum Beispiel gibt es fir separierte Inputs (z; # x; fiir i # j) genau
ein Polynom (n — 1)-ten Grades f,, sodass

Y = fu(z;) =1 + czx} + et cn:vg‘_l, firalle j =1,...,n.

Die Koeffizienten ¢ = (¢y, . .., ¢,) des Polynoms lassen sich durch das LGS
1 o 22 - 2Pt c1 Y1
1 =z, :1331 xﬁfl Cn, Un

bestimmen.

Im Beispiel in Abbildung 2.1 haben wir fiinf Beobachtungen, brauchen also
ein Polynom vierten Grades. In R kénnen wir so ein System leicht aufstellen und
16sen:

# Beobachtete Daten
x <- seq(-2, 2, 1 = 5)
y <= 10 * sin(1 + x)

5|# Matrix mit Potenzen x_j~(k - 1)

A <- sapply(1:5, function(k) x~(k - 1))

# Loése Ac =y
solve (A, y)
#> [1] 8.4147098 5.2431570 -4.1645916 -0.6966699 0.2963688

Die letzte Zeile gibt uns den Losungsvektor ¢ = (cy, ..., ¢,) aus. Wir kénnen
jetzt die interpolierende Funktion f,, auch zwischen den beobachteten Punkten
auswerten. Diese Funktion ist rechts in Abbildung 2.1 zu sehen.

Ahnliche LGS lassen sich immer aufstellen, wenn F als Linearkombination von
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Basis-Funktionen 1, . .., p, erzeugt wird:

folx) = crp1(z) + - + cppn(x), c1,...,ch € R.

Im obigen Beispiel ist ¢;(z) = 277! Im Verlauf eures Studiums werdet ihr noch
andere geeignete Basissysteme kennenlernen.

2.3.2 Lineare Modelle

Ein dhnliches Problem entsteht in linearen Modellen. Nehmen wir an, Daten
(Y1, 21)s -+, (Yn, ) € RMP folgen dem Modell

T .
yi:wiﬁ7 ’L:].,...,TL,

fiir ein B € RP, das wir aber nicht kennen. Die Daten (y;, ;) € RP liegen dann
alle auf einer p-dimensionalen Ebene, die durch den Vektor 3 charakterisiert wird.
Diese Ebene konnen wir als span{(b;,e;),j = 1,...,p} darstellen, wobei e; die
Einheitsvektoren des R” sind.!

Schreiben wir nun alle Gleichungen zusammen als das LGS

XB=1y mit X =

Jetzt konnen wir den passenden Parametervektor 8 finden, in dem wir das LGS
l6sen. Ist n > p, dann haben wir mehr Zeilen als Spalten. Also gibt es in der
Zeilenstufenform viele Nullzeilen. Wenn die Daten wirklich aus dem Modell erzeugt
wurden, dann gibt es natiirlich eine Losung. Es hatten aber auch p Datenpunkte
gereicht, um die Losung eindeutig zu bestimmen.

In Daten aus der realen Welt ist ein Modell wie y; = =] 8 niemals exakt. Hier
kommt dann die Statistik ins Spiel. In der Statistik liest sich ein lineares Modell

?Jz’:l'iTﬁ‘l'Ei,

wobei €1, ..., €, unabhingige Zufallsfehler sind. Beispielsweise konnten wir fiir ¢;
eine Normalverteilung annehmen. Stellen wir jetzt das LGS X3 = y auf, haben
wir ein Problem. Die Daten liegen nicht mehr auf einer Ebene und damit ist das
LGS nicht mehr 16sbar. Stattdessen sucht man einen Parameter B , fiir den die
Diskrepanz y — X B so klein wie moglich ist. Auch das kann man mit linearer
Algebra 16sen und erhélt die Formel 8 = (X X)'X Ty. Die dazu notwendigen
Konzepte Norm und Projektion werden wir spater noch besprechen.

L Anders gesagt liegen alle (y;,x;) € R!*P auf der p-dimensionalen Ebene orthogonal zum
Vektor (-1, 8) € R'P. Was Orthogonalitéit genau bedeutet, lernen wir spéter.
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2.3.3 Markovketten

In sogenannten dynamischen Systemen beschreiben Vektoren £® € R™ den
Zustand des Systems zum Zeitpunkt ¢. Der Ubergang von einem zum néchsten
Zustand wird oft durch eine Matrixtransformation beschrieben: &® = Az,

Markovketten sind dynamische Systeme, in denen der Zustandsvektor aus
Wahrscheinlichkeiten besteht. Sei zum Beispiel V() das Ereignis, dass jemand in
die t-te Vorlesung geht. Wir modellieren Vektoren

()
p(t) = IP(—V(t) .
PV
Die erste Komponente ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Person zur Vorlesung

geht. Die zweite Komponente ist die Gegenwahrscheinlichkeit, also muss gelten

pgt) + pg) = 1. p\U sind die Wahrscheinlichkeiten fiir die erste Vorlesung. Allgemein

gilt auch

P(V®) = PV® | VEDPVED) 4 Pv® | TP )
P(VY) =PV | vEDPVED) 4 p@ | VP,

Das kénnen wir auch kompakt als
schreiben, wobei die Matrix M die Ubergangswahrscheinlichkeiten enthilt:

P(V® | V=) py® | 7Y
- P(V(t) | V(tfl)) P(V(t) |V(t_1)) :

In den Spalten stehen jeweils Gegenwahrscheinlichkeiten, also muss jede Spalten-
summe 1 sein.”
Nehmen wir als Beispiel die Matrix

0.9 0.8

0.1 0.2)°
Wenn man schon mal da ist, dann ist die Wahrscheinlichkeit das nachste Mal
wiederzukommen 90 %. Manchmal kommt ja was dazwischen. Wenn man mal
nicht kommt, ist die Versuchung grof}; noch eine Vorlesung auszusetzen. Die
Wahrscheinlichkeit, doch zu kommen ist 80 %. Die zweite Zeile enthélt die ent-
sprechenden Gegenwahrscheinlichkeiten.

Gegeben p™) kénnen wir jetzt rekursiv Wahrscheinlichkeiten fiir die ¢-te Vorle-
sung berechnen:

p(t) _ Mp(t—l) _ M2p(t—2) - .= Mt_lp(l).

2Solche Matrizen werden stochastisch genannt.
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Nehmen wir an, die erste Vorlesung wird sicher besucht: p(*) = (1,0). Daraus
konnen wir die anderen p® einfach in R berechnen:

M <- cbind(c(0.9, 0.1), c(0.8, 0.2))
pl <- c(1, 0)

M %*% pl # 2te Vorlesung

#> [,1]

s|#> [1,] 0.9
i|#> [2,] 0.1

library (expm)

(M %~% 5) %*% pl # 6te Vorlesung
#> [,1]

#> [1,] 0.88889

#> [2,] 0.11111

Fiir jemanden, der nicht in der ersten Vorlesung war (p*) = (0, 1) bekommen
wir:

pl <- c(0, 1)
M %x% pl # 2te Vorlesung

3| #> [,1]

#> [1,] 0.8
#> [2,] 0.2

| (M %% 5) %*% pl # 6te Vorlesung

#> [,1]
#> [1,] 0.88888
#> [2,] 0.11112

Fiir spatere Vorlesungen nédhern sich die Wahrscheinlichkeiten in beiden Fallen
an. Tatsachlich kann man zeigen, dass es einen Vektor g gibt mit

lim M"p = gq,

n—oo

egal mit welchem Wahrscheinlichkeitsvektor p wir starten.® Der urspriingliche
Zustand verliert also an Relevanz. Genauso gilt

. N, : n—1, _
g, M7p = M Jig M™p = Mg.
Vergleichen wir die beiden Grenzwerte, erhalten wir
Mq=q.

Beim Zustand q ist das System also im Gleichgewicht: er verdndert sich nicht
durch Transformation mit M. Der Gleichgewichtszustand ist eine wichtige Cha-
rakteristik des dynamischen Systems (und damit der Matrix M). Auch in vielen
anderen Anwendungen der linearen Algebra sind Vektoren mit Ax = Az fiir
ein A € R interessant. Solche Vektoren werden Figenvektoren genannt und ein

3Konvergenz bezieht sich auf die einzelnen Komponenten des Vektors v,, = M"p.

46




2 Matrixalgebra

Kernstiick der linearen Algebra. Wir werden uns spéter noch intensiver damit
beschéaftigen.

2.4 Determinanten

2.4.1 Intuition und Interpretation

Wir erinnern uns kurz an die Formel fur die Inverse einer (2 x 2)-Matrix:

a b 1 1 d —b
A= ( d) - 4 _ad_bc(_c )
Aus der Formel sehen wir, dass die Inverse genau dann existiert, wenn ad — be # 0.
Die Zahl ad — bc wird Determinante der Matrix A genannt und als det(A)
geschrieben.

Die Determinante hat auch eine schone Interpretation. Betrachten wir als Bei-
spiel die Matrizen der Transformationen in Abschnitt 1.10.2 vor Augen. Jede
Matrix beschreibt eine lineare Transformation, die ein Hauschen in ein anderes
Objekt tiberfiihrt. Das urspriingliche Haus umrandet eine Flache von 1.25 (0.25
fir's Dach). Die Flache nach einer Transformation mit A ist dann 1.25| det(A)].
Die Ausgangsflache wird also um den Faktor | det(A)| verandert. Die Betragsstri-
che sind notig, weil die Determinante noch mehr Information enthalt. Wenn sich
die Orientierung des Objekts dndert (z.B. bei einer Spiegelung), dann wird sie
negativ.

Hier ein paar konkrete Beispiele:

o Eine Streckung um den Faktor 2 entlang einer Achse, verdoppelt die Flache.
Wir rechnen nach:

2 0
det(o 1)—2-1—0-0—2.

o Fine Spiegelung verdndert nicht das Volumen, aber die Orientierung. Es gilt
dann det(A) = —1. Zum Beispiel fiir eine Spiegelung entlang der Geraden
r1 = 5 erhalten wir

01
det(1 0)—0-0—1-1——1.

 Eine Scherung dndert weder Fléache noch Orientierung, also muss det(A) = 1
gelten. Tatsachlich:

1 k
det(0 1)—1-1—]{:~0—1.

e Bei einer Projektion kollabiert das Haus zu einer Linie. Entsprechend ist
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die Flache nach der Transformation gleich 0, also muss det(A) = 0 sein:

10
det(o O>—1~0—0'O.

Die Determinante fasst also gewissermaflen zusammen, was die Transforma-
tion & — Ax tut. Zumindest wissen wir, wie sie die Fliche und Orientierung
von Objekten beeinflusst, und aulerdem, ob wir sie wieder riickgdngig machen
konnen. Dass wir das alles mit nur einer einfachen Zahl schaffen, ist durchaus
bemerkenswert.

Allgemein kénnen wir fiir Matrizen A € R"*" eine Zahl det(A) definieren, die
beschreibt, um wie viel sich das (n-dimensionale) Volumen eines Objekts durch
die Transformation éndert. Falls sich dabei auch die Orientierung dndert, soll die
Zahl negativ sein. Die Berechnung von det(A) ist im Allgemeinen leider weder
so einfach wie fiir n = 2, noch besonders intuitiv. Ich werde gleich ohne weitere
Erkldarung eine rekursive Berechnungsmethode dafiir angeben. Auch wenn der
Zusammenhang zur Formel fiir n > 2 nicht mehr einfach zu erkléren ist, sollte
man die Interpretation der Determinante aber nicht vergessen.

2.4.2 Berechnung iiber Kofaktoren

Mal angenommen, wir kénnen bereits die Determinante einer (n x n)-Matrix
berechnen. Sei nun A € R"™*"+1. Dann gilt

det(A) = Q11 det(AH) — 12 det(A12) + -+ (—1>n+1&1n det<A1n>,

wobei die Matrizen A;; € R™"™ dadurch entstehen, dass wir aus A die erste Zeile
und j-te Spalte streichen. Die Koeffizienten ay;,7 = 1,...,n sind die Eintrage
der ersten Zeile von A.

Beispiel 2.4.1. Fiir

3 -2 1
A=1-5 0 1
1 2 =3
15t
0 1
All - - (2 _3) 3
-5 1
A12 - - ( 1 _3) )
1 2 3
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Also gilt

det(A) =3 -det(A11) — (—2) - det(As2) + 1 - det(A;3)
=3-(=2)—(-2)-14+1-(-10)
=—6+28-10=12.

Die Determinante einer (2 x 2)-Matrix wissen wir bereits zu berechnen. Mit der
Formel oben kénnen wir dann auch die Determinante einer (3 x 3)-Matrix aus
drei (2 x 2)-Determinanten berechnen. Die Determinante einer (4 x 4)-Matrix
aus vier (3 x 3)-Determinanten, und so weiter. Da die Koeffizienten a,; aus der
ersten Zeile von A stammen, sagen wir, dass wir die Determinante entlang der
ersten Zeile entwickelt haben.

Die Formel oben lasst sich auf zwei Arten verallgemeinern. Erstens konnen wir
beziiglich beliebiger Zeilen entwickeln.

Kofaktorenentwicklung entlang Zeilen. Sei A € R™*". Dann gilt fiir jedes
1=1,...,n

7=1

det(A) S Z(—l)”jalj det(A,])
= (—=1)"a; det(An) + - + (1) a;, det(Asn),

wobei die Matrizen A;; € R™*" dadurch entstehen, dass wir aus A die i-te
Zeile und j-te Spalte streichen.

Die Zahlen ¢;; = (—1)"7 det(A;;) werden dabei (i, j)-Kofaktoren genannt.
Wir sehen, dass die Vorzeichen (—1)"*/ immer nach folgendem Muster wechseln:

+ - + -
- + - +
+ - + -
-+ - +
Beispiel 2.4.2. Fur
3 =2 1
A=|[-5 0 1
1 2 =3
15t
-2 1 3 1 3 -2
A21 - ( 2 _3) ) AZQ = (1 _3) 9 A23 = (1 2 ) .
Also gilt
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Am letzten Beispiel sehen wir auch, dass es giinstig ist, nach Zeilen zu entwickeln,
die moglich viele Nullen enthalten. Das erspart uns die Berechnung moglichst
vieler Unter-Determinanten.

Zweitens konnen wir die Determinante auch entlang Spalten entwickeln.

Kofaktorenentwicklung entlang Spalten. Sei A € R™*". Dann gilt fiir
jedes j=1,...,n

I
NE

det(A) (—1)"ay; det(A;))

1
= —1)1+j&1j det(Alj) + -4 (—1)"+jam~ det(Anj),

-
Il

wobei die Matrizen A;; € R™*" dadurch entstehen, dass wir aus A die i-te
Zeile und j-te Spalte streichen.

Auch hier folgen die Vorzeichen dem Muster

+ - + =
- + - +
+ - + -
- + - +
Beispiel 2.4.3. Fiir
3 =2 1
A=|-5 0 1
1 2 =3
15t
-5 1 3 1 3 1
Also gilt

Anmerkung 2.4.4. Ubrigens: Die Formel der (2 x 2)-Determinante ist nichts
anderes als eine Kofaktorenentwicklung. Eine (1 x 1)-Matriz ist ein Skalar aRR.
Multiplizieren wir ein Intervall mit einer Zahl a, dann verindert sich die Ldinge
um den Faktor |a|. Ist a < 0, dann dreht sich auferdem die Ordnung/Orientierung
der Elemente. Also ist det(a) = a. Entwickeln wir eine Matriz

(0 )
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zum Beispiel nach der ersten Zeile, erhalten wir
det(A) = adet(Ay1) — bdet(As2) = adet(d) — bdet(c) = ad — be.

Fiir manche Matrizen A € R™*" ist die Berechnung von Determinanten ganz
einfach. Sind alle Eintrage einer Spalte/Zeile gleich 0, dann kénnen wir entlang
dieser Spalte/Zeile entwickeln und erhalten direkt det(A) = 0. Nehmen wir nun
an, alle Eintrage auler einem sind gleich 0. Wenn entlang dieser Spalte/Zeile ent-
wickeln, miissen wir dann nur eine (n— 1) x (n — 1)-Unterdeterminante berechnen.
Ist in der Untermatrix ebenfalls eine Spalte/Zeile mit nur einem Eintrag ungleich
0, konnen wir so fortfahren. Insbesondere ist dies fiir sogenannte Dreiecksmatrizen
moglich.

Definition 2.4.5. Eine Matriz A = (a;;) € R™"™ nennen wir
e obere Dreiecksmatriz, falls a;; = 0 fir alle i > j,

e untere Dreiecksmatrix, falls a;; = 0 fir alle i < j.

Eine obere Dreiecksmatrix in R3*® hat zum Beispiel die Form

X ok k% %
0 * *x %
0 0 % * =
0 0 0 x =
0000 =

Eine untere Dreiecksmatrix dagegen
*x 00 0 0
* x 0 0 0
x % x 0 0
x % x x 0
Xk ok k%

Entwickeln wir eine obere Dreiecksmatrix rekursiv nach der jeweils ersten Spalte,
oder eine untere Dreiecksmatrix rekursiv nach der jeweils ersten Zeile, erhalten
wir das folgende Resultat.

Theorem 2.4.6. Wenn A € R™™ eine Dreiecksmatriz ist, dann ist det(A)
das Produkt der Diagonaleintrige: det(A) = 17" ay;.
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Beispiel 2.4.7. Die Matrix

3 -1 17 3
0 -2 2 =2
A= 0 0 5 0
0 0 0 1

hat Determinante
det(A) =3-(=2)-5-1=-30.

Fiir die meisten anderen Matrizen ist die Berechnung tiber Kofaktoren aber
nicht so einfach. Sind die Matrizen etwas grofer, ist die Kofaktorenentwicklung
zwar theoretisch valide, aber praktisch nicht mehr umsetzbar. Im Allgemeinen
braucht es fir die Kofaktorenentwicklung einer (n x n)-Matrix mehr als n! Mul-
tiplikationen. Ein moderner Computer fithrt etwa drei Billionen (3 - 10'?) solcher
Operationen pro Sekunde aus. Fur die Determinante einer (20 x 20)-Matrix
braucht er dann schon 20!/(3 - 10'?) &~ 800000 Sekunden bzw. 9 Tage. Fiir eine
(25 x 25)-Matrix bedarf es schon mehrerer hunderttausend Jahre.

2.4.3 Berechnung iiber Zeilenumformungen

Glicklicherweise gibt es auch eine effizientere Berechnungsmethode. Ist eine
Matrix in Zeilenstufenform, ist sie insbesondere eine obere Dreiecksmatrix. Die
Determinante lésst sich dann dank Theorem 2.4.6 einfach als das Produkt der
Diagonaleintrage berechnen. Leider sind Matrizen meist nicht in Zeilenstufen-
form. Es stellt sich also die Frage nach einem Zusammenhang von det(A) und
det(U), wobei U eine Zeilenstufenform von A ist. Da wir U durch elementare
Zeilenumformungen aus A enthalten, untersuchen wir zunédchst den Effekt dieser
Operationen auf die Determinante.

Theorem 2.4.8. Seien A, B € R"*".

(i) Erhalten wir B aus A, indem wir eine Zeile von A mit k € R multipli-
zieren, gilt det(B) = kdet(A).

(ii) Erhalten wir B aus A, indem wir eine Zeile k mal zu einer anderen
addieren, gilt det(B) = det(A).

(iii) Erhalten wir B aus A, indem wir zwei Zeilen von A miteinander vertau-

schen, gilt det(B) = —det(A).

Beweis (optional). Den Beweis fithren wir durch Induktion. Durch die Formel
det(A) = ad — be lassen sich die Eigenschaften leicht fiir (2 x 2)-Matrizen tiber-
priifen. Fiir entsprechende A, B € R**? gilt in den drei Féllen also

det(B) = adet(A), (2.1)
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wobei a entweder k, 1 oder —1 ist, je nachdem ob wir uns in Fall (7), (i7) oder
(17i) befinden.

Sei nun n > 2 und wir nehmen an, dass (2.1) fir (n x n)-Matrizen gelten und
folgern, dass (2.1) dann auch fiir (n + 1) x (n + 1) gelten miissen. Haben wir
das gezeigt, muss (2.1) nach dem Induktionsprinzip fiir quadratische Matrizen
jeglicher Dimension gelten.

Sei nun A, B € R"D*(+1) Die Operationen in (i)—(ii4) verindern maximal
zwei Zeilen der Matrix A. Da n > 2, konnen wir auf jeden Fall nach einer Zeile
i entwickeln, die in A und B gleich ist: Seien A;; und B;; die Matrizen, in der
Zeile ¢ und Spalte j gestrichen wurde. Dann kann man die Zeilen von B;; aus A;;
durch die selbe Operation erzeugen, die auch B aus A erzeugt hat. Weil B;; und
A;j (n x n)-Matrizen sind, gilt

det(B;;) = adet(4;;).

Daraus erhalten wir:

det(B) = 3 (~1)9b,, det(B,)

Also gilt (2.1) auch fiir (n + 1) x (n + 1)-Matrizen. O

Wir kénnen also die Determinante auch berechnen, indem wir die Matrix A in
Zeilenstufenform tiberfithren und dabei den Effekt der Operationen wie in (2.4.8)
im Auge behalten.

Anmerkung 2.4.9. Wenden wir Theorem 2.4.8 auf die Finheitsmatriz I,, and,
sehen wir,m dass fir alle Elementarmatrizen E die Determinante det(E) entweder
k, 1 oder -1 ist. AufSerdem gilt fir jede Matriz A, dass det(EA) = det(E) det(A).
Das kénnen wir auch wiederholt auf mehrere Elementarmatrizen Ei, ..., Fy
anwenden, sodass

det(ErEy - - - ExA) = det(E7) det(FEy) - - - det(Ey) det(A).

2.4.4 Eigenschaften

Die Methode im letzten Abschnitt ist nicht nur von praktischem Nutzen, sondern
hilft uns auch eine Verbindung zu linearen Gleichungssystem und deren Zeilen-
stufenform herzustellen. Insbesondere kénnen wir ganz einfach unsere Liste an
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Aquivalenzen erweitern.

Theorem 2.4.10 (Aquivalenzen). Sei A € R™". Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(a) A ist invertierbar.

(b) AT ist invertierbar.

(c¢) Die reduzierte Zeilenstufenform von A ist I,.

(d) Das LGS Ax = 0 hat nur die triviale Losung.

(e) Das LGS Az = b hat genau eine Losung fir jedes b € R™.
(f) Das LGS Ax = b hat eine Léosung fiir jedes b € R™.

(9) Die Spalten von A sind linear unabhdingig.

(h) Die Zeilen von A sind linear unabhdngig.

(i) Die Spalten von A spannen R™.

(j) Die Zeilen von A spannen R™.
(k) det(A) # 0.

Beweis. (a)—(j) hatten wir bereits gezeigt. Sei R die reduzierte Zeilenstufenform
von A. Dann gilt nach Theorem 2.4.8

det(A) = kdet(R) = k [ ] ru,
i=1

fiir ein k # 0. Wir zeigen die Aquivalenz (c) < (k):
e (¢) = (k): Ist R = I,,, dann gilt det(A) =k # 0.
e (¢) < (k): Ist det(A) # 0, dann muss r; # 0 fiir jedes i. Weil R eine

reduzierte Zeilenstufenform ist, muss dann r;; = 1 sein und alle anderen
Eintrage in der Matrix gleich 0. Also ist R = I,,. O]

Uber die Determinante kénnen wir also z.B. Invertierbarkeit, Losbarkeit oder
Unabhéangigkeit priifen.

Wir fragen uns natiirlich wie sich die Determinante beziiglich Matrixoperatio-
nen in Abschnitt 2.1 verhélt. Multiplikation einer Matrix A mit einem Skalar k

ist nichts anderes als jede der n Zeilen mit k zu multiplizieren. Also gilt nach
Theorem 2.4.8 (i):

Fiir jedes A € R™™ und k € R gilt det(kA) = k™ det(A).
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Entwickeln wir nun det(A) in Kofaktoren rekursiv jeweils nach der ersten Zeile,
ist das das gleich, als ob wir det(A") jeweils nach der ersten Spalte entwickeln.*
Deshalb gilt:

Fiir jedes A € R™*™ gilt det(A) = det(A").

Insbesondere gilt Theorem 2.4.8 also auch fiir Spaltenoperationen. Uber die
Determinante der Summe zweier Matrizen kénnen wir wenig sagen. Fiir besondere
Matrizen kann es sein, dass det(A + B) = det(A) + det(B). Das ist insbesondere
der Fall, wenn A und B sich nur in einer Zeile unterscheiden. Fiir die meisten
anderen Matrizen gilt allerdings

det(A + B) # det(A) + det(B).
Fir das Produkt zweier Matrizen bekommen wir aber ein schones Resultat.

Theorem 2.4.11. Fir alle A, B € R™" gilt det(AB) = det(A) det(B).

Beweis. Wir teilen den Beweis in zwei Félle: A invertierbar und A singular.

o Wenn A singulér ist, dann muss auch AB singulér sein (Theorem 2.2.3 (ii)
und Anmerkung danach). Also gilt nach Theorem 2.4.10, det(AB) = 0 und
det(A)det(B) = 0.

o Wenn A invertierbar ist, dann lasst es sich als Produkt von Elementar-
matrizen A = EyFEs -+ EI, schreiben (Theorem 2.2.11). Also ist nach
Anmerkung 2.4.9

det(AB) = det(E 1 Es - - - ExB) = det(E)) det(Ey) - - - det(Ey) det(B)
= det(A) det(B). O

4Diese Rekursion kann man zur Ubung formal als Induktionsbeweis aufschreiben.
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Wir entwickeln nun einen neuen Blickwinkel auf lineare Gleichungssysteme und
Abbildungen. Insbesondere wollen wir damit verwandte Rdume genauer untersu-
chen. Solche Raume entstehen beispielsweise als Losungsmenge eines LGS oder
durch lineare Transformation des R™. Wir lernen dabei nicht nur etwas tiber die
Ré&ume selbst, sondern auch iiber die Abbildungen zwischen ihnen.

3.1 Definition

Unser Fokus war bisher auf Abbildungen von Vektoren zwischen euklidischen Rau-
men. Wir haben dabei lediglich ein paar Rechenregeln fiir reelle Zahlen benutzt
und diese Komponentenweise angewandt. Indem wir uns auf diese Eigenschaften
beschranken, konnen wir euklidische Vektorrdume zu allgemeinen Vektorrdumen
verallgemeinern.

Definition 3.1.1. Fin Vektorraum ist eine nichtleere Menge V' von Objekten,
die wir Vektoren nennen. Auf der Menge V' gibt es zwei Operationen, Addition
und Multiplikation mit Skalaren (reellen Zahlen). Dabei sind die folgenden
Axiome fiir alle w,v,w € V und Skalare c,d € R erfillt:

(i) u+veV.
(ii) u+v=v+u.
(ii7) (u+v)+w=u+ (v+w).
(iv) Es gibt einen Nullvektor 0, sodass u + 0 = u.
(v) Fir jedes w € V', gibt es ein —u € V', sodass u + (—u) = 0.
(vi) cu €V.
(vii) c(u +v) = cu + cv.
(viii) (¢ + d)u = cu + du.
(iz) c(du) = (cd)u.
(z) lu = u.

Es lasst sich leicht iiberpriifen, dass R™ ein Vektorraum ist. Dass wir uns im
Folgenden mit abstrakten Vektorraumen beschéftigen hat mehrere Griinde. Im
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3 Vektorrdume

ersten Moment vielleicht scheint es vielleicht, als wiirden wir die Angelegenheit
unnotig komplizieren. Genau genommen haben wir es uns aber einfacher gemacht.
Alles, was wir iiber Vektorrdume zeigen, fuit ausschliefslich auf den Eigenschaften
in Definition 3.1.1. Um alle anderen Besonderheiten des R™ brauchen wir uns nicht
mehr weiter kiimmern. Auflerdem gibt es auch andere interessante Vektorraume,
wie die folgenden Beispiele zeigen. (Die Axiome darf der Leser als Ubung gerne
selbst tiberpriifen.)

Beispiel 3.1.2. Die Menge V = {0} mit den Operationen 040 =0 und cO0 =0
ist ein Vektorraum.

Beispiel 3.1.3. Sei V' die Menge aller Folgen v = (vy,va,...) = (v;)2, von
reellen Zahlen vy, vo, ... € R. Wir definieren Addition und Skalarmultiplikation
Komponentenweise als

’U,—I—’U:(UhUQ,...)—I—(Ul,’UQ,...):<U,1+?}17U2+1)2,...)

cu = (cuy, cug, . ..).

Dann ist V' ein Vektorraum mit Nullvektor 0 = (0,0,0,...).

Beispiel 3.1.4. Die Menge aller (m x n)-Matrizen mit den iblichen Operatio-
nen fir Addition und Skalarmultiplikation ist ein Vektorraum. Der Nullvektor
entspricht hier der Nullmatriz 0 € R™*".

Beispiel 3.1.5. Die Menge aller Funktionen f: R — R ist ein Vektorraum, wenn
wir Addition und Skalarmultiplikation wie folgt definieren:

(f +9)@) = f(2) +g(z),  (cf)(x) =cf(z).
Der Nullvektor ist die Funktion mit f(x) =0 fir alle z € R.

In solchen Raumen haben wir viel weniger Intuition als in euklidischen Raumen.
Weil wir uns bei Vektorraumen auf die wichtigsten Eigenschaften des R™ be-
schranken, konnen jetzt aber intuitiv alle Beispiele so behandeln, als waren wir
im R”.

3.2 Unterraume

Oft ist der Vektorraum W, der uns interessiert, Teil von einem groferen Vektor-
raum V. Dann nennen wir W einen Unterraum von V. Ein Teil der Axiome ergibt
sich dann automatisch. Wir belassen es deshalb bei der folgenden Definition.
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3 Vektorrdume

Definition 3.2.1. Fine nichtleere Teilmenge W C V ist ein Unterraum von
V', wenn die folgenden zwei Eigenschaften erfillt sind:

(i) Fir allew,v e W gilt u+v € W.

(i) Fir jedes c € R und v € W, gilt cv € W.
Fir die zwei Eigenschaften sagen wir, dass W geschlossen ist unter Addition und
Skalarmultiplikation. AuBerdem ist bemerkenswert, dass (ii) 0 € W impliziert.

Betrachten wir ein paar Beispiele. Als Ubung kann man die zwei Eigenschaften
verifizieren.

Beispiel 3.2.2. Die Menge W = {0} C V ist ein Unterraum.
Beispiel 3.2.3. Jede Ebene in R® durch den Nullpunkt ist ein Unterraum von

R3. Sie lasst sich durch ein LGS Ax = 0 darstellen (dazu gleich mehr). Fine
Ebene in R?, die nicht den Nullpunkt O enthilt, kann kein Unterraum sein.

Beispiel 3.2.4. R? ist kein Unterraum von R®. Genauer gesagt ist R?* nicht mal
eine Teilmenge von R3: Jedes © € R? besteht aus zwei Komponenten, ein y € R?
aus dres.

Beispiel 3.2.5. Sei V = R"*", der Raum aller (n x n)-Matrizen. Dann ist die
Menge aller symmetrischen Matrizen W = {A € V: A = AT} ein Unterraum
von V.
Beispiel 3.2.6. Die Menge aller Polynome n-ten Grades

P, ={ao+ a1z +---a,a": ap,...,a, € R}
ist ein Unterraum des Raums aller Funktionen f: R — R (sh. Beispiel 3.1.5).

Beispiel 3.2.3 ist wichtig genug, um eine Verallgemeinerung zu beweisen.

Theorem 3.2.7. Fir jedes A € R™*" ist die Losungsmenge des homogenen
LGS Ax = 0 ein Unterraum von R™.

Beweis. Sei W die Losungsmenge von Ax = 0. Offensichtlich ist 0 € W. Wir
miissen zeigen, dass W geschlossen unter Addition und Skalarmultiplikation ist.
Seien x,y € W, dann gilt

Alx+y)=Ax+Ay=0+0=0,
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3 Vektorrdume

also x + y € W. Ebenso gilt fiir jedes c € R,x € W,
Alcx) = cAx = 0 =0,
also cx € W. ]

Wenn wir die Definition von Linearkombination und Spann auf allgemeine
Vektorraume erweitern, erhalten wir ein weiteres wichtiges Beispiel.

Definition 3.2.8. Wir nennen einen Vektor v € V eine Linearkombinati-
on von Vektoren vq,...,v, € V, wenn er sich als

V=1 + -+ g

mit c1,...,c, € R schreiben ldsst.

Definition 3.2.9. Die Menge aller Linearkombinationen von gegeben Vek-
toren vy,...,vy € V bezeichnen wir als Spann oder den von den Vektoren
aufgespannten oder erzeugten Raum.

Beispiel 3.2.10. Die FEinheitsvektoren ey, ...,e, € R" erzeugen R™: fiir jedes
xcR" gill x =211+ -+ xp€,.

Beispiel 3.2.11. Die Polynome 1,z,22,...,2" erzeugen die Polynome P,, aus

Beispiel 3.2.0, denn jedes Polynom p € P,, konnen wir als
p=al+az+- -+ aa"

schreiben. Also gilt P, = span{l,z,2?, ... 2"}.

Die Bezeichnung erzeugter ,Raum* lésst sich wie folgt rechtfertigen.

Theorem 3.2.12. Fiir alle Vektoren uy, ..., u, in einem Vektorraum V', ist
W = span{uy,...,u,} ein Unterraum von V.

Beweis. Fir alle v, w € span{u, ..., u,} gilt

vV =cuy + -+ g, w=dyu + -+ d,u,.

Natiirlich gilt 0 € span{uy, ..., u,} (wihle ¢; = --- = ¢, = 0), also ist W nicht
leer. Auflerdem ist

v+w=(ci +d)ur+ -+ (cn +dp)u, € W.
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und
cv =c(cuy + - + cuuy) = ccug + -+ - + ccpu, € W. O

AuBlerdem ist span{uy, ..., u,} der kleinste Unterraum von V', der die Vektoren
U1, ..., u, enthilt. In jedem anderen Vektorraum W’ der sie enthilt, miissen
auch alle Linearkombinationen enthalten sein. Also ist span{uy,...,u,} C W',
Zu guter Letzt zeigen wir noch, dass Schnittmengen von Unterrdumen selbst
Unterraume sind.

Theorem 3.2.13. Sei V' ein Vektorraum und Wy,... , W, C V Unterrdume.
Dann ist W =Wy N ---NW,, auch ein Unterraum von V.

Beweis. Die Menge W ist nichtleer, weil in jedem W, der Nullvektor O enthalten
ist. Also ist auch 0 € W. Seien nun u,v € W. Weil die Vektoren in W enthalten
sind, gilt auch w,v € W, fir alle i = 1,...,n. Weil jedes W; ein Vektorraum ist,
liegt dann auch v 4 v in jedem W; — und damit auch in deren Schnittmenge .
Also ist u + v € W. Mit dem gleichen Argument kann man auch cu € W fir
jedes c € R zeigen. O

3.3 Basis und Dimension

3.3.1 Definitionen

Wenn V' = span{wvy,...,v,}, charakterisieren die Vektoren gewissermaflien den
Raum V. Es kann aber sein, dass wir ein oder mehrere Vektoren weglassen
kénnen. Ist V = R"™, haben wir dafiir bereits einen Namen (sh Definition 1.9.1
und Theorem 1.9.2).

Definition 3.3.1. Eine Menge von Vektoren vy,..., v in einem Vektorraum
V' nennen wir linear unabhdangig, wenn die Vektorgleichung

x1v1+'--+:ck'vk:0

nur die triviale Losung @ = 0 besitzt. Andernfalls nennen wir die Vektoren
linear abhdngig.

Die Beweise von Theorem 1.9.2 und Theorem 1.9.10 verwenden ausschliefSlich die
Vektorraumaxiome. Die Resultate gelten also nicht nur fiir R”, sondern fiir alle
Vektorraume.

Eine Menge {vy,...,v,}, die einen Vektorraum V aufspannt, aber nicht weiter
reduzierbar ist, nennen wir Basis.
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Definition 3.3.2. Fine Menge B = {v,...,v,} von Vektoren in einem Vek-
torraum V' nennen wir Basis von V', wenn

(i) B linear unabhdingig ist,
(i) V = span(B).

Die Anzahl der Vektoren in einer Basis bezeichnen wir als Dimension des
zugehorigen Vektorraums.

Definition 3.3.3. Sei {vy,...,v,} eine Basis fiir den Vektorraum V. Dann
nennen wir n die Dimension von V und schreiben dim(V') = n. Fir den
Nullraum definieren wir dim({0}) = 0.

Beispiel 3.3.4. Die Standardbasis von R" besteht aus den Vektoreneq, ..., e, €
R™. Es gilt also dim(R™) = n.

Beispiel 3.3.5. FEine andere Basis fiir R3 ist zum Beispiel vy = (1,1,0), vy =
(0,1,1), v = (0,0, —1).

Beispiel 3.3.6. Seien E;; € R™*" Matrizen, die in der (i, j)-Komponente eine
1 und sonst iberall Nullen haben. Dann ist {E;;:i=1,...,m;j=1,...,n} eine
Basis des R™*". Also ist dim(R™*™) = mn.

Beispiel 3.3.7. Die Menge B = {1,z,22, ..., 2"} ist eine Basis fiir die Polynome
P, = {ag+a1x+asx®+- - a,a™: ag, .. .,a, € R}. Jedes Element in der Basis wird
hier als Funktion f;(x) = 27! verstanden. Um einen Raum von Funktionen zu
erzeugen, muss auch die Basis auf Funktionen bestehen. Also gilt dim(P,,) = n+1.

Beispiel 3.3.8. Die Menge aller Folgen (x1,x9,--+) € R™ ldsst sich aus der
Basis e; = (1,0,0,...), ea = (0,1,0,...) etc. erzeugen. Man braucht unendlich
viele Basisvektoren, also ist der Raum unendlichdimensional.

Ein Vektorraum V kann viele Basen haben. Die Definition der Dimension
macht nur Sinn, wenn alle Basen die gleiche Anzahl an Vektoren hat. Wir werden
spater beweisen, dass das immer der Fall ist.

3.3.2 Koordinaten

Jeden Vektor & € R"™ konnen wir in der Standardbasis darstellen:

r =€+ --xT,€,.
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[/
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Abbildung 3.1: Der Vektor & = (1,6) in verschiedenen Basen. Links die
Standardbasis B = {ej, ez}, rechts die Basis B = {by,bs}.
(Abb. 4.4.1-4.4.2 in [LLM])

S| o

Wir nennen dann zy, . . ., z,, die Koordinaten von x beziiglich der Basis {ey, ..., e, }.
Das Konzept konnen wir auch auf andere Basen erweitern.

Definition 3.3.9. Sei B = {vy,...,v,} eine Basis eines Vektorraums V und
V= T101 + -+ TpUp,

dann nennen wir (z1,...,x,) die Koordinaten von v in der Basis B und
schreiben [v]|g = (z1,...,%y).

Beispiel 3.3.10. Sei ¢ = (1,3, 3) in Standardkoordinaten. Die Koordinaten in
der Basis aus Beispiel 3.3.5 sind [x|g = (1,2,—1), denn

1 1 0 0
=11 +2|1|—-1 O
3 0 1 -1

Wir koénnen also den gleichen Vektor in verschieden Koordinatensystemen darstel-
len. Intuitiv verdndern wir dabei das Raster, auf dem die Koordinaten gemessen
werden. Die Basisvektoren geben dabei die Richtung und Absténde der Rasterli-
nien vor. In Abbildung 3.1 ist dies illustriert. Rechts sehen wir das Raster des
iiblichen Koordinatensystems entlang der Vektoren e; und e,. Wir kénnen davon
ablesen, dass = (1,6), by = (1,0) und by = (1,2). Rechts sehen wir das Raster
beziiglich der Basis B = {b;, by }. Die Rasterlinien zeigen in Richtung der Basis-
vektoren und deren Distanz zum Nullpunkt bestimmt die Abstande. In diesen
neuen Koordinaten ist [x]g = (=2, 3). Das konnen wir sowohl vom Graph ablesen
als auch rechnerisch tiberpriifen:

)= 2(0) (3]
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Gewissermaflen sind alle Basen eines Vektorraums dquivalent. Jeder Vektor
lasst sich in jeder Basis eindeutig darstellen.

Theorem 3.3.11. Sei B ={vy,...,v,} eine Basis des Vektorraums V. Dann
lasst sich jedes v € V' eindeutig als

v=cCcv+---+c,v,

mit c1,...,c, € R darstellen.

Beweis. Weil B eine Basis ist, lasst sich jeder Vektor als v = civ; + -+ - + ¢, v,
darstellen. Angenommen v = dyv, + - - - +d,v,, ist eine weitere Darstellung. Dann
gilt

O=v—v=_(0—dy)vi+ -+ (¢, — dp)Vp.
Weil B = {vy, ..., v,} linear unabhangig ist, muss gelten ¢; —d; = 0 bzw. ¢; = d;
fir alle j = 1,...,n. Also ist die Darstellung eindeutig. ]

In Abschnitt 3.1 habe ich behauptet, wir konnen intuitiv alle Vektorraume wie
den R™ betrachten. Theorem 3.3.11 gibt uns eine erste mathematische Recht-
fertigung dafiir. Angenommen V ist ein Vektorraum — bestehend aus Folgen,
Matrizen, Funktionen oder was auch immer. Sei B = {by,...,b,} irgendeine
Basis fiir den Raum. Dann kénnen wir die Elemente v € V' immer in Koordi-
naten [v]p € R™ darstellen. Auch wenn es nicht direkt offensichtlich ist, bleiben
viele Eigenschaften dabei erhalten. Das liegt daran, dass die Umwandlung in
B-Koordinaten eine lineare Transformation ist.

Theorem 3.3.12. Sei V' ein Vektorraum und B = {by,...,b,} eine Basis fiir
V. Dann ist die KoordinatentransformationTs: V — R" mit T'(v) = [v]s
linear.

Beweis. Seien cq,...,c, die B-Koordinaten von v € V. Dann gilt
o Fir jedes a € R gilt:
av = a(c1by + -+ - + ¢pby,) = aciby + - - - + acyby,.

Die B-Koordinaten von awv sind also acy,...,ac,. Damit gilt Tp(av) =
CLTB(’U).

e Seien dy,...,d, die B-Koordinaten von w € V. Dann gilt

’U+w:Clbl+"'+Cnbn+d1b1+"'+dnbn
= (c1 +di)by + - + (cp +dp)by.

Die B-Koordinaten von v + w sind also ¢; + dy, ..., ¢, + d,,. Damit gilt
T(v+w) =T(v)p+ T(w)s. O
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Insbesondere gilt auch [0]g = T5(0) = 0,,, wobei 0 der Nullvektor in V' und
0,, der Nullvektor in R"™ ist. AuBlerdem bleibt auch lineare Unabhéangigkeit iiber
verschiedene Basen hinweg erhalten.

Theorem 3.3.13. Sie V' ein Vektorraum und B eine beliebige Basis fiir V.
Vektoren vy, ...,v, € V sind genau dann linear unabhdingig, wenn die Koordi-
natenvektoren [vi]g, . . ., (V] linear unabhdingig sind.

Beweis. Weil die Koordinatentransformation eindeutig ist (Theorem 3.3.11), gilt
v+ ---+cv, =0
genau dann, wenn
[c1v1 + -+ + cavn]s = [0]5.

Weil die Koordinatentransformation linear ist, konnen wir die letzte Gleichung
auch so schreiben:

clvig+ -+ o) = 0.
Wir haben gezeigt, dass
v+ v, =0 & v+ + v =0.

Also haben entweder beide Gleichungen eine triviale Losung oder keine. Das zeigt
nach Definition 3.3.1 die geforderte Aquivalenz. [

Wir sagen dann, dass V' isomorph' ist zu R™. Die lineare (!) Abbildung, die
die Elemente eindeutig (!) zuordnet, nennen wir einen Isomporphismus. Solche
Abbildungen lohnt es sich ein bisschen ausfiihrlicher zu besprechen.

3.3.3 Basiswechsel

Weil die Koordinatentransformation T eindeutig ist (Theorem 3.3.11), muss es
eine Umkehrfunktion 75! geben. Auch die ist linear, wie das folgende Resultat
zeigt.

Theorem 3.3.14. Sei T: V — W linear und T~1: W — V eine Umkehrfunk-
tion. Dann ist auch T~ linear.

Beweis.

! Aus dem Griechischen: isos = gleich, morphe = Form, Gestalt.
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e SeiceR,v €V und w=T(v) € W. Dann gilt auch T~!(w) = v. Weil
T linear ist, ist dann

T Hew) =TT (v)) =T 1T (cv)) = cv = T Hw).

o Sei vy,vy € V und wy = T'(vy), wy = T'(ve). Weil T linear ist, ist dann

T Hw, +wy) =T HT(v1) + T(vs)) =T HT(v1 + v3))
=V + vy = T_l('wl) + T_l(’lUQ). O

Nehmen wir jetzt zwei Basen A = {a1,...,a,} und B = {by,...,b,} eines
Vektorraums V und 7Ty und Ty die zugehorigen Koordinatentransformationen.
Dann ist

[w]s = (Ts o Ty )([val) = Ts(T ([va]))-

Der Vorgang lasst sich durch folgendes Diagramm verstehen:

la —2 v~ [o]s.

Die Abbildung T4 .5 = T o T;' geht von R™ nach R™. Weil die Verkniipfung
linearer Funktion linear ist, lasst sich die Abbildung 74,5 durch ein Matrix
Pa_p € R"™ " darstellen. Aus unserem Wissen iiber lineare Gleichungssysteme
konnen wir nun endlich die Eindeutigkeit der Dimension beweisen.

Theorem 3.3.15. Sei B eine Basis von einem Vektorraum V, die aus n
Vektoren besteht. Dann muss auch jede weitere Basis aus n Vektoren bestehen.

Beweis. Sei A eine weitere Basis mit m Vektoren. Weil die Koordinatentrans-
formationen eindeutig ist, darf das LGS Ps_px = b jedes b € R™ nur genau
eine Losung « € R™ haben. Wir kénnen 0.B.d.A annehmen, dass m < n. (Sonst
vertauschen wir die Rollen von 4 und B.) Gilt m < n, dann gibt es mindestens
eine freie Variable. Dann kann die Losung des LGS wegen Theorem 1.8.2 und
Theorem 1.8.6 nicht eindeutig sein. Also muss m = n gelten. [

Es stellt sich die Frage, wie die Matrix P4,z € R™*" konkret aussieht. Sei
A={ai,...,a,},B=1{by,...,bb,} und A, B € R™"™ Matrizen die jeweils die
Spalten ay,...,a, und by, ..., b, enthalten. Es gilt dann

v = A[v|4 = B[v]s,

Weil die Basisvektoren unabhéngig sind ist, miissen A und B invertierbar sein.
Also gilt

PA—)B = B_lA; PB—>A - A_IB
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und damit auch
Pass = Pgl 4

Das kénnen wir auch anders interpretieren. Bei B~'A transformiert B~! die
Spalten von A in B-Koordinaten (und andersherum). Wir haben das folgende
Resultat bewiesen.

Theorem 3.3.16. Seien A = {a,,...,a,} und B={by,...,b,} zwei Basen

eines Vektorraums V.. Dann ist Pa_,p die Matriz mit Spalten ([a1] - - [@an]B)-

Beispiel 3.3.17. Sei & = {ey, ey} die Standardbasis des R?* und B = {by, by}

eine weitere Basis mit
1 1
n=(o) =)

Sei E = (e1e3) € R*? und B = (by by) € R%. Dann ist

1(-1 -1\ _1(1 1
-1 _ -1_ - [
bro=h=h b _—2<—1 1) 2(1 —1)'

Sei zum Beispiel x = [x]|e = (2,1), dann gilt

[]5 = Pecplele = BT Ela]e = B~ [z]e = ; G _11> G) = ; G) :

Und tatsdchlich sehen wir, dass das der Koordinatenvektor in der Basis B ist,
denn

3 1 2

Andersherum gilt auch

Ps¢lx|s = E7' Bla]s = Blz|s = ; G _11> (?) = (?) = [x]e.

3.3.4 Niitzliche Eigenschaften

Die Dimension ist charakteristisch fir den Raum. Insbesondere konnen wir fol-
gende Eigenschaften zeigen.
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3 Vektorrdume

Theorem 3.3.18. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum.

(i) Wenn eine Menge M C V mehr als n Vektoren enthdlt, ist sie linear
abhdngig.

(ii) Wenn eine Menge M C 'V weniger als n Vektoren enthdlt, spannt sie V
nicht auf.

Beweis.

(i) Stellen wir M in B-Koordinaten dar, folgt die Aussage direkt aus Theo-
rem 1.9.5 und Theorem 3.3.13.

(i) Sei M = {uq,...,u,} eine Menge von Vektoren mit span(M) = V und
m < n. Wir nehmen o.b.d.A. an, dass die Vektoren in M unabhéngig sind.
(Ansonsten kénnen wir Vektoren entfernen, ohne den Spann zu verédndern.)
Dann wére M auch eine Basis fiir V' und V damit m-dimensional. Weil
m # n, ist dies ein Widerspruch zu Theorem 3.3.15. Es muss deshalb
span(M) # V gelten. O

Das konnen wir nutzen, um Basen einfacher zu charakterisieren. Hat die Men-
ge die richtige Anzahl an Vektoren, reicht es aus, wenn nur eine der beiden
Eigenschaften in Definition 3.3.3 erfiillt ist.

Theorem 3.3.20. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum und M C V eine
Menge mit genau n Vektoren.

(i) Ist M linear unabhdngig, ist M eine Basis.

(ii) Gilt span(M) =V, ist M eine Basis.

Beweis.

(i) Angenommen M ist linear unabhéngig, aber keine Basis. Dann gilt span(M) C
V. Es gibt also ein v € V, sodass v ¢ span(M). Damit muss die Menge
M U {wv} auch linear unabhéngig sein. Diese Menge enthélt aber mehr als
n Vektoren, was ein Widerspruch zu Theorem 3.3.18 (i) ist. Also muss M
eine Basis sein.

(ii) Angenommen span(M) = V. Wir miissen zeigen, dass M linear unabhéngig
ist. Angenommen M wére linear abhangig. Dan konnten wir Vektoren aus
M entfernen, ohne den Spann zu verdndern. Die reduzierte Menge spannt
dann V', aber besteht aus weniger als n Vektoren. Das ist ein Widerspruch zu
Theorem 3.3.18 (ii). Also ist M linear unabhéngig und damit eine Basis. [
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3 Vektorrdume

3.4 Die Untervektorraume eines LGS

In der linearen Algebra entstehen Unterrdume oft in zwei Varianten:
o Als Losungsmenge eines LGS Az = 0.
 Als Spann von gegebenen Vektoren span{vy,...,v,}.

Tatsachlich sind die beiden Varianten miteinander verbunden. Eigentlich haben
wir, ohne es zu wissen, schon die ganze Zeit mit solchen Unterraumen hantiert.
Wir kannten nur das Konzept noch nicht. Lasst uns also sehen, was wir aus
der Perspektive von Unterrdaumen iiber LGS oder Linearkombinationen lernen
konnen.

3.4.1 Spaltenraum

Sei W die Menge aller Vektoren b € R", fiir die Ax = b eine Losung hat. Jeder
solche Vektor b € W lasst sich also als Linearkombination der Spalten a4, ..., a,
der Matrix A schreiben. Anders ausgedriickt ist die Menge aller moglichen Vek-
toren b mit Ax = b gleich W = span{a,...,a,}. Das bezeichnen wir als den
Spaltenraum von A.

Definition 3.4.1. Sei A € R™*" eine Matrix mit Spalten aq,...,a, € R™.
Dann bezeichnen wir mit

col(A) = span{a,...,a,}

den Spaltenraum” von A.

®Die Notation col(A) kommt aus dem Englischen: column = Spalte.

Der Spaltenraum col(A) entspricht der Bildmenge der linearen Transformati-
on T: x — Azx. Er enthélt alle moglichen Vektoren in R™, die wir aus der
Transformation « — Ax bekommen kénnten.

i 2)

In Abbildung 3.2 sehen wir links ein paar Punkte im R?. Wir betrachten nun die
Bildmenge col(A) der Transformation x — Ax. In der Mitte sehen wir die selben
Punkte wie links, aber transformiert durch

T — Ax mitA:<1 2).

Beispiel 3.4.2. Sei

0 -1

Natiirlich ist col(A) = span{ay,as} = R?, deshalb spannen die Punkte in der
Mitte den ganzen R? und dim(col(A)) = 2.
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X2
[ ]
X2
X2

Abbildung 3.2: Ilustration von Spaltenrdumen. Links ist eine Ausgangsmenge
von fiinf Punkten. In der Mitte und rechts wurden diese Punkte
jeweils durch eine Matrixtransformation verschoben.

2 =2
(3 7)
Dann ist span{a;, as} = span{a,}. Die Bildmenge der Transformation x — Ax

ist rechts in Abbildung 3.2 dargestellt. Alle Punkte befinden sich auf einer Geraden
und es gilt dim(col(A)) = 1.

Beispiel 3.4.3. Sei

Die Dimension des Spaltenraums nennen wir Rang der Matrix.

Definition 3.4.4. Der Rang einer Matriz A ist definiert als rang(A) =
dim(col(A)).

Die Dimension von col(A) konnen wir aus der Zeilenstufenform bestimmen. Man
kann als Ubung iiberpriifen, dass elementare Zeilenoperationen keinen Einfluss
darauf haben, ob Spalten linear (un)abhéngig sind. In der reduzierten Zeilen-
stufenform bilden die Pivotspalten eine unabhiangige Menge. Also miissen auch
in A die zugehorigen Spalten unabhéngig sein. Jede weitere Spalte ware linear
abhingig. Also bilden die Pivotspalten von A eine Basis von col(A).? Wir haben
das folgende Resultat gezeigt.

Lemma 3.4.5. Die Dimension des Spaltenraums, dim(col(A)), ist gleich der
Anzahl an gebundenen Variablen in A.

Der Zeilenraum von A ist der Spann der Zeilen in A oder, dquivalent dazu,
col(A"). Elementare Zeilenoperationen sind lediglich Linearkombinationen der
Zeilen von A. Also wird der Zeilenraum col(A") dadurch nicht vergroBert. Weil
wir Zeilen nie mit 0 multiplizieren, wird der Zeilenraum dadurch aber auch nicht

2Die Basis wird aus Spalten der Matrix A gebildet. Die Matrix U wird nur zum Identifizieren,
der Pivotspalten verwendet. Die Pivotspalten der Matrix U sind i.A. keine Basis fiir col(A),
wohl aber fiir col(U). beziehen uns hier auf Spalten der Matrix A
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-1 e -1

Abbildung 3.3: Ilustration des Kerns. Links ist eine Ausgangsmenge von Punkten,
die alle Az = 0 erfiillen. Rechts die Bildmenge {0}.

verkleinert. Die Nicht-Nullzeilen der Zeilenstufenform bilden dann eine Basis fir
col(AT). Davon gibt es genau so viele, wie es gebundene Variablen gibt.

Lemma 3.4.6. Die Dimension des Zeilenraums, dim(col(A")), ist gleich der
Anzahl an gebundenen Variablen in A.

Insbesondere gilt also:

Korollar 3.4.7. rang(A) = dim(col(4)) = dim(col(AT)) = rang(AT).

3.4.2 Kern

Andersherum gibt uns jede freie Variable eine unabhéngige Richtung fiir die
Losungsmenge von Az = 0. Aus Theorem 3.2.7 wissen wir bereits, dass die
Losungsmenge eines homogenen LGS Ax = 0 einen Vektorraum bildet. Diesen
Vektorraum nennen wir den Kern der Matrix A.

Definition 3.4.8. Der Kern einer Matrix A € R™*" ist die Menge

ker(A) = {x: Az = 0}.

Beispiel 3.4.9. Die Spalten von

(o )

sind linear unabhdngig. Also hat nach Theorem 2.2.15 das homogene LGS Ax = 0
nur die triviale Losung. Deshalb ist ker(A) = {0} und dim(ker(A)) = 0.
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4 (_21 —12>.

In Beispiel 3.4.3 haben wir gesehen, dass alle Punkte in col(A) auf einer Geraden
liegen. Aufierdem ldsst sich die Matriz leicht zu

1 -1
0 0
reduzieren. Insbesondere ist dann ker(A) = {\-(1,1): X € R} eine Gerade und

dim(ker(A)) = 1. Diese Gerade ist links in Abbildung 3.3 zu sehen; rechts ist die
zugehorige Bildmenge {0}.

Beispiel 3.4.10. Sei

In den Beispielen oben gilt dim(col(A)) + dim(ker(A)) = n = 2. Das ist
kein Zufall. Weil uns jede freie Variable eine unabhangige Richtung fiir die
Losungsmenge von Ax = 0 gibt (sh. Beispiel 1.8.4), gilt auch das folgende
Resultat:

Lemma 3.4.11. Die Dimension des Kerns, dim(ker(A)), ist gleich der Anzahl
an freien Variablen in A.

Insgesamt git es n Variablen, davon sind rang(A) gebunden und dim(ker(A)) frei.
Daraus folgt ein fundamentaler Zusammenhang der Dimensionen von col(A) und
ker(A).

Theorem 3.4.12. Fiir jedes A € R™*™ gilt
rang(A) + dim(ker(A)) = n.

Diese Eigenschaft lésst sich leicht in den obigen Beispielen verifizieren. Kennen wir
die Dimension des Kerns, kénnen wir durch rang(A) = n — dim(ker(A)) auf die
Dimension des Spaltenraums schlieen. Genauso funktioniert es andersherum mit
dim(ker(A)) = n —rang(A). Gewissermafien erganzen sich die Raume col(A) und
ker(A) also. Allerdings sind sie im Allgemeinen Unterrdume von verschiedenen
Vektorrdumen. Es gilt col(A) C R™, aber ker(A) C R™.
Um eine Verbindung herzustellen, konnen wir das Resultat auch auf AT an-
wenden. Dann gilt
rang(A") + dim(ker(AT)) =m

und wegen Korollar 3.4.7 auch
dim(col(A)) 4 dim(ker(A")) = m.

Spéter werden wir zeigen, dass col(A) und ker(AT) zusammen R™ erzeugen. Was
also wirklich komplementr ist, sind der Spaltenraum von A und der Kern von AT.

Genauso gilt dim(col(AT)) + dim(ker(A)) = n und col(AT) und ker(A) erzeugen
gemeinsam R”.
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3.4.3 Aquivalenzen

Mit den gewonnenen Erkenntnissen konnen wir jetzt unsere Querverbindungen
erweitern.

Theorem 3.4.13 (Aquivalenzen). Sei A € R™*™. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(a) A ist invertierbar.

(b) AT ist invertierbar.

(c¢) Die reduzierte Zeilenstufenform von A ist I,.

(d) Das LGS Ax = 0 hat nur die triviale Lisung.

(e) Das LGS Az = b hat genau eine Losung fir jedes b € R™.
(f) Das LGS Ax = b hat eine Léosung fiir jedes b € R™.
(g) Die Spalten von A sind linear unabhdingig.

(h) Die Zeilen von A sind linear unabhdngig.

(i) Die Spalten von A spannen R™.

(j) Die Zeilen von A spannen R™.

(k) det(A) # 0.

(1) rang(A) = n.
(m) ker(A) = {0}.

Beweis. Aquivalenz der Teile (a)—(j) haben wir bereits bewiesen. Aus (g) und
() folgt, dass die Spalten von A eine Basis von R" sind. Also ist rang(A4) =
dim(col(A)) = n. Nach Theorem 3.4.12 ist dann dim(ker(A)) = n —rang(A) = 0.
Also hat das LGS Ax = 0 nur die triviale Losung. Wir haben den Ringschluss
(9) A (i) = (k) = () = (d) gefiihrt. O

3.4.4 Aligemeine lineare Abbildungen

Wir konnen die Konzepte des letzten Abschnitts auch auf allgemeine lineare
Abbildungen T': D — W zwischen zwei Vektorrdumen D und W erweitern.
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Definition 3.4.14. Sei T: D — W eine lineare Abbildung zwischen zwes
Vektorraumen D und W.

e Die Bildmenge ist

Im(T)={w e W:T(v) =w fir einveV}.

e Der Kern ist
ker(T) ={v € V: T(v) = 0}.

Sind die Vektorraume endlichdimensional, konnen wir diese allgemeinen Konzepte
aber verstehen wie im R"™. Sind D und W zugehorige Basen und D und W endlich-
dimensional mit n = dim(D) und m = dim (/). Dann sind sie isomorph zu R"
und R™. Wir kénnen jedes v € D eindeutig als [v]p und jedes w € W eindeutig
als [w]yy darstellen. Weil die Abbildung T linear ist, ist sie in den Koordinaten
von B und W eine Matrix-Vektor-Multiplikation (sh. Theorem 1.10.2). Nun sind
wir in gewohntem Territorium. Kern und Bildmenge der Abbildung 7' kénnen
wir jetzt aus den entsprechenden Eigenschaften der Matrix ableiten.
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4.1 Eigenwerte, Eigenvektoren, Eigenraume

In Abschnitt 2.3.3 haben wir bereits ein Beispiel fiir einen Figenvektor gesehen.
Fiir eine gegebene (stochastische) Matrix M, gibt es einen Vektor g, sodass
Mq = q. Im Kontext dynamischer Systeme kann q als Gleichgewichtszustand
gesehen werden: Er wird durch die Ubergangsmatrix M nicht verdndert. Wir
bezeichnen dann q als einen Figenvektor von M. Das ,,Eigen* soll ausdriicken,
dass es sich hierbei um eine Charakteristik oder Eigenheit der Matrix M handelt.

Dass es iiberhaupt einen solchen Vektor gibt, liegt daran, dass die Matrix M
stochastisch ist (Spaltensumme gleich 1). Fur allgemeine Matrizen A € R™*"
muss es einen solchen Vektor aber nicht geben. Oft gibt es aber Vektoren « € R",
auf die A eine dhnlich simple Wirkung hat.

Definition 4.1.1. Sei A € R™*". Fin Vektor x # 0 € R™ wird Eigenvektor
von A genannt, wenn es ein Skalar A € R g¢ibt, sodass

Ax = \x.

Der Skalar \ wird Eigenwert von A genannt und x auch der zu X gehorige
FEigenvektor.

Multiplizieren wir einen Eigenvektor @ mit A, hat das den einfachen Effekt,
dass @ um den Faktor A gestreckt/gestaucht wird. Die Richtung des Vektors kann
umgekehrt (wenn A < 0), aber nicht anderweitig verdandert werden.

Beispiel 4.1.2. In Abbildung 4.1 ist die Wirkung der Matrixztransformation

x — Ax mit
1 05
a=(o o)
auf die Vektoren
(2 (-3 (2 (1
u; = 1/ Uy = 9 ) UV = 2 ) Uy = 1

Lustigerweise hat sich der Wortstamm eigen auch international durchgesetzt. Im Englischen
spricht man von eigenvalues, eigenvectors, eigenspaces.
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3 u e
2 Vi e
Au, e
N
<
1 Av;-e u e
Au e
0
Av, e
-1 o V2
-2 -1 0 1 2

Abbildung 4.1: Die Wirkung einer Matrix auf Eigenvektoren vy, v, und andere
Vektoren wy, us.

dargestellt. Man kann leicht nachrechnen, dass
A’Ul = 0.5’01, A’Ug = 0.5’02,

also sind vy, vy beides Figenvektoren zum Figenwert 0.5. Die Matriztransformation
staucht die Vektoren also lediglich um die Hdlfte Richtung Nullpunkt. Die Vektoren
uy, us sind keine Eigenvektoren — hier ist die Transformation weniger einfach
zu erklaren.

Grundsétzlich kann es mehrere Eigenwerte und -vektoren geben. Im letzten
Beispiel ist auch w = (1,0) ein Eigenvektor zum Eigenwert 1. Aulerdem haben
wir gesehen, dass es zum selben Eigenwert mehrere Eigenvektoren geben kann.
Genauer: Ist v ein Eigenvektor zum Eigenwert A, dann ist auch jeder Vektor cv
mit ¢ € R ein Eigenvektor zu A. Denn

A(cv) = ¢(Av) = ¢(Mv) = A(cev).

Prinzipiell miissen fiir ein A nicht alle Eigenvektoren auf einer Geraden liegen.
Wir haben es jedoch immer mit (Unter-)Vektorraumen zu tun.

Definition 4.1.3. Der Eigenraum E)\ einer Matriz A € R™™ ist definiert
als die Menge aller Eigenvektoren zum Eigenwert A (und dem Nullvektor):

E\ ={x: Az = \z}.

Das folgende Lemma darf gerne zur Ubung bewiesen werden.
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Lemma 4.1.4. Fir jede Matric A € R™"™ und A € R ist E\ ein Unterraum des
R"™.

Beispiel 4.1.5. Fin einfaches Beispiel, wo es linear unabhdngige Figenvektoren
zum gleichen Figenwert gibt, ist die Nullmatriz

00
=)
Hier ist jeder Vektor x € R? ein Eigenvektor zum FEigenwert 0, denn Az = 0 =

0-x.

Beispiel 4.1.6. Ein (minimal) interessanteres Beispiel ist die Diagonalmatrix

2 0 0
A=|(0 -1 0
0 0 2

Mit ein bisschen Nachdenken sehen wir, dass A die Figenwerte 2 und —1 besitzt
und

E; = span{e;,e3}, FE_; =span{es}.

Der Eigenraum Es ist die Fbene, die durch den ersten und dritten FEinheitsvektor
aufgespannt wird. Auf alle Vektoren in dieser Ebene hat die Multiplikation mit A
den einfachen Effekt, dass sie um den Faktor 2 gestreckt werden. Der Figenraum
E_q ist eine Gerade in Richtung es. Auf Vektoren dieser Gerade bewirkt A eine
Richtungsumkehr bzw. Spiegelung an der Ebene Fs.

Beispiel 4.1.7. Multiplikation von © € R?* mit der Matriz

-

fihrt zu einer Spiegelung an der Geraden xy1 = xo (sh. Abschnitt 1.10.2). Die
Figenwerte sind 1 und —1 und es gilt

o span{<}>}, F_, — span{ (_11>}.

Der Raum FE, enthdlt alle Vektoren entlang der Spiegelachse; diese bleiben bei
Multiplikation mit A unverindert (Eigenwert 1). Der Raum Es enthdlt alle
Vektoren senkrecht zur Spiegelachse; diese kehren bei Multiplikation mit A ihre
Richtung um (Eigenwert -1).
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In allen Beispielen stellen wir fest, dass die Eigenvektoren eine Matrixtrans-
formation gewissermaflen charakterisieren. Tatsachlich hdtte man uns auch nur
die Eigenraume und -werte sagen konnen und wir héatten daraus auf die Trans-
formation schliefen kénnen. Und egal wie kompliziert die Transformation ist,
innerhalb der Eigenrdume ist sie ganz leicht zu verstehen. Wo auch immer wir es
mit Matrixtransformationen zu tun haben, macht es deshalb Sinn, Figenwerte
und Eigenrdume zu studieren.

4.2 Die charakteristische Gleichung

In den bisherigen Beispielen waren Eigenwerte und zugehorige Eigenvektoren
einfach zu erkennen. Dies ist aber nicht immer der Fall. Wir wollen uns deshalb
etwas allgemeiner mit der Existenz und der Suche nach Eigenwerten beschéftigen.
Schreiben wir erstmal die Gleichung Ax = Ax in ein LGS um:

(A—AIL,)x = 0.

Nun sehen wir, dass A ein Eigenwert zu A ist, falls das LGS eine nichttriviale Lo-
sung hat. Die zugehorige Losungsmenge, ker(A — Al,,), entspricht dem Eigenraum
E\.?

Unsere Aquivalenzen (zuletzt Theorem 3.4.13) liefern uns jetzt eine ganze
Menge Méglichkeiten, die (Nicht-)Existenz eines Eigenwerts A zu charakterisieren.
Eine besonders praktische Variante liefert die Determinante.?

Theorem 4.2.1. Ein Skalar X\ € R ist genau dann ein Eigenwert von A, wenn
er die charakteristische Gleichung

det(A—AI)=0
erfillt.
Fiir eine allgemeine Matrix
aip G2 -+ Qin
A — Qo1 Q22 -+ Q2n ’
Upi Any Qo

2Theorem 3.2.7 beweist jetzt {ibrigens Lemma 4.1.4. War trotzdem 'ne gute Ubung.
3Die charakteristische Gleichung ist praktisch fiir Rechnungen, aber nicht besonders intuitiv.
Zur Interpretation empfiehlt es sich, die Definition Ax = Ax im Kopf zu behalten.
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erhalten wir A — A/, indem wir A von allen Diagonaleintragen abziehen:

ap;; — A a2 tet a1n
a21 gy — A -+ Aop,
A— M =
an1 (7%9) e Ann — )\

Berechnen wir diese Determinante und multiplizieren aus, erhalten wir ein Poly-
nom der Form
P(A) = A"+ A" - e+ a.

Es wird auch charakteristisches Polynom der Matrix A genannt. Die Nullstellen
dieses Polynoms sind dann die Eigenwerte von A. Daraus folgt iibrigens, dass es
maximal n Eigenwerte geben kann.

Um Eigenwerte und Eigenvektoren rechnerisch zu finden geht man wie folgt
VOr:

1. Finde Eigenwerte )\, als die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
p(A\) = det(A — AI).

2. Fir jeden Eigenwert )i, berechne den Eigenraum F), durch Losen des

LGS (A — )z = 0.

Per Hand ist dies eigentlich nur fiir (2 x 2)- oder (3 x 3)-Matrizen machbar.
Zumindest ein, zwei Mal im Leben sollte man das aber gemacht haben.

a= (1 3)

3—A -2
1 —1-A

Beispiel 4.2.2. Fir

erhalten wir

det(A—)J)zdet( >:(3—)\)(—1—)\)+2:)\2—2)\—1.

Lésen wir diese Gleichung nach X\, erhalten wir die beiden Eigenwerte

A:zj:\/(—2)2—4.1-(—1) 143

2-1

Um den Eigenraum E\ 5 zu finden, Losen wir das LGS

(3_12_\/§ —1—12— \/§.>”"_0‘
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Wir reduzieren

2 -2 —2|0\ @-e-v3 2—-v2 =210 @)=~ 2-v2 =210
1 —(2+v2) |0 2-v2 =20 0 00

Daraus erhalten wir

B s span] (—2/(21— @)}

und auf ahnliche Weise

B s span (—2/(21+ ﬂ)) N

Wir erinnern uns, dass die Determinante von Dreiecksmatrizen besonders
einfach zu berechnen war (Theorem 2.4.6). Wenn wir AJ von einer Dreiecksmatrix
abziehen, ist das Resultat auch eine Dreiecksmatrix. Daraus folgt direkt das
nachste Resultat.

Theorem 4.2.3. Ist A € R™™ eine Dreiecksmatriz, dann sind die Eigenwerte
von A gleich den Diagonaleintragen a;,i=1,...,n.

4.3 Aquivalenzen

Natiirlich gibt es auch bei Eigenwerten zahlreiche Querverbindungen zum bisher
gelernten. Insbesondere konnen wir eine Aussage zu Eigenwerten an unsere Liste
von Aquivalenzen ankniipfen.

Zunachst intuitiv: Wenn A = 0 ein Eigenwert ist, dann gibt es einen ganzen
Unterraum Ey # {0}, der auf den Nullvektor abgebildet wird: Fiir alle €
Ey gilt Az = Ox = 0. Jedes Volumen in diesem Unterraum kollabiert, also
muss det(A) = 0 gelten. Andersherum gilt das genauso. Wir kénnen das leicht
formalisieren und damit auch zu Invertierbarkeit von A etc. verkniipfen.
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Theorem 4.3.1 (Aquivalenzen). Sei A € R™™. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(a) A ist invertierbar.
(b) AT ist invertierbar.
(¢) Die reduzierte Zeilenstufenform von A ist I,.
(d) Das LGS Ax = 0 hat nur die triviale Losung.
(e) Das LGS Az = b hat genau eine Losung fir jedes b € R™.
(f) Das LGS Ax = b hat eine Liosung fiir jedes b € R™.
(9) Die Spalten von A sind linear unabhdingig.
(h) Die Zeilen von A sind linear unabhdngig.
(i) Die Spalten von A spannen R™.
(j) Die Zeilen von A spannen R™.
(k) det(A) # 0.
(1) rang(A) = n.
(m) ker(A) = {0}.
(n) X\ =0 ist kein Eigenwert von A.

Beweis. Aquivalenz von (a)—(m) haben wir bereits bewiesen. Wir zeigen jetzt
(k) < (n). Ein Wert A ist genau dann ein Eigenwert von A, wenn

det(A — AI) = 0.

Also ist A = 0 genau dann ein Eigenwert, wenn det(A) = 0. Andersherum ist
A = 0 also genau dann kein Eigenwert, wenn det(A) # 0. [

Zum Abschluss illustrieren wir einen Fall mit A = 0 in einem ausfihrlichen
Beispiel.

Beispiel 4.3.2. Betrachten wir eine (orthogonale) Projektion von © € R? auf
die Gerade in Richtung v = (2,1). Was das genau bedeutet lernen wir spdter
noch; fiir den Moment sollte Abbildung /.2 zur Erklirung ausreichen. Die Matriz-
transformation, die beliebige Vektoren auf diese Gerade span{v} projiziert, ist
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u
w span{v}
/U
/Pvu

Abbildung 4.2: Projektion von w auf den Spann von v. Die Eigenvektoren der
Projektionsmatrix P sind v und w.

gegeben’ durch
0.8 04
Py = <0.4 0.2> ’
Bevor wir ans Rechnen gehen, konnen wir uns intuitiv tiberlegen, was hier die

FEigenwerte und Figenvektoren sein sollen.

e Projiziert man einen Vektor aus span{v} auf eben diese Gerade, dann
passiert natirlich nichts. Also gilt P,x = x fir alle x € span{v}. Anders
gesagt: v ist Eigenvektor zum FEigenwert 1 und E; = span{v}.

e Betrachten wir nun Vektoren w die am Nullpunkt senkrecht auf der Gerade
span{v} stehen. Ein solcher Vektor ist in Abbildung 4.2 eingezeichnet.
Dann werden alle diese Punkte auf den Nullpunkt projiziert. Also ist w ein
Figenvektor zum FEigenwert 0 und Ey = span{w}.

In Abschnitt 2./.1 haben wir bereits gesehen, dass durch eine Projektion Flichen
kollabieren. Also erwarten wir hier det(A) = 0 und deshalb auch einen Figenwert
A = 0. Tatsdchlich:

0.8 0.4) U
det <0_4 02) —0.8-0.2—0.42=0.16 — 0.16 = 0.

Zuletzt wollen wir noch den Eigenwert A =1 und E; rechnerisch iberprifen.
Es gilt

08—1 04 \ . [(-02 04 U
det ( 04 02 1) — det ( 04 —O.8> (—0.8) - (—0.2) —0.4> = 0.16 — 0.16 = 0.

Reduzieren wir das LGS, erhalten wir

—0.2 0410 @)+2:(1) —0.2 0410
04 —-0810 0 0(0)°

4Auch diese Matrix zu finden lernen wir spéter.

81



4 FEigenwerte und Figenvektoren

woraus wir in der Tat den Figenvektor v = (2,1) ablesen kénnen.

4.4 Diagonalisierung

4.4.1 Die Eigenvektorbasis

Die Eigenvektoren einer Matrix A sind charakteristisch fir die zugehorige Ab-
bildung  — Az. In Richtung dieser Vektoren hat die Matrix eine besonders
einfache Wirkung. Die Vektoren werden lediglich gestreckt, gestaucht oder in

der Richtung umgekehrt. Seien wvy,...,v, Eigenvektoren von A € R"™*" und
A, ..., A, zugehorige Eigenwerte. Nehmen wir mal an, die Vektoren sind linear
unabhéngig. Dann wére B = {vy,...,v,} wegen Theorem 3.3.20 auch eine Basis

fir R". Fir B = (v; -+ v,) und jedes € R" gilt dann
x = Blz]sg und B 'z = [x]s.

Wir kénnen damit die Transformation & — A auch in der Basis B darstellen,
sprich [x|p — [Az|s:

1. Wir bringen [x]g durch Multiplikation mit B in die Standardbasis.
2. Wir multiplizieren & mit A.

3. Wir bringen das Resultat Az durch Multiplikation mit B~! zuriick in die
Koordinaten der Basis B.

Es ergibt sich dann
[A.’B]B = BilAB[w]B.
Der Vorgang lasst sich durch folgendes Diagramm verstehen:

(z]s 248 [Az);

Bl [

r —2 4 Ax
Sei
MO 0
0 X 0
A= diag()‘lv 7/\n) = 0

o
o
>

3
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Betrachten wir die Matrix B~'AB genauer, stellen wir fest:

B™'AB =B ' A(v; -+ v,)
= B (Av; --- Av,)
=B (\wy - A\wy)
=(MB v - \B 7 Mwy,)
=AB™'v, --- B™'w,)
=AB™'B
=A.

In der Eigenvektorbasis B ist die Transformation & +— Az also lediglich eine
Multiplikation mit einer Diagonalmatrix, gefiillt mit den Eigenwerten. Jede Ko-
ordinate wird lediglich um den zugehérigen Eigenwert gestreckt. In der Basis B
lasst sich die Transformation also bemerkenswert einfach verstehen. Wir sagen
dann, dass B die Matrix A diagonalisiert.

Andersherum konnen wir A auch als BAB~! schreiben. Dies wird auch Spek-
tralzerlegung genannt. Multiplikation mit A in der Standardbasis konnen wir
dann auch so verstehen:

1. Wir bringen & durch Multiplikation mit B~! in B-Koordinaten.
2. Wir multiplizieren & mit der Diagonalmatrix A.

3. Wir bringen das Resultat AB~'x durch Multiplikation mit B zuriick in die
Koordinaten der Standardbasis.

A=BAB-!
x /" Ax
B—ll B
A

4.4.2 Diagonalisierbarkeit

Definition 4.4.1. Wir nennen eine Matriz A € R"™™" diagonalisierbar,
wenn es eine invertierbare Matrix P und eine Diagonalmatrixz D gibt, sodass

P'AP=D.

Wir haben vorher angenommen, dass die Eigenvektoren linear unabhéngig sind.
Das ist nicht nur eine hinreichende Bedingung fiir Diagonalisierbarkeit, sondern
auch notwendig.

Theorem 4.4.2. Fir A € R™* sind dquivalent:
(i) A ist diagonalisierbar.

(i) A hat n linear unabhdngige Eigenvektoren.
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Beweis. Die Richtung (i7) = (i) haben wir bereits gezeigt. Nehmen wir nun an,
A ist diagonalisierbar. Dann gibt es invertierbares P und eine Diagonalmatrix
D, sodass P"'AP = D oder, dquivalent dazu, AP = PD. Seien p;,...,p, die
Spaltenvektoren von P und d,...,d, die Diagonaleintrage von D. Dann gilt

AP = (Ap, -+ Ap,) und PD = (dipy - dppn)-

Betrachten wir die Gleichung AP = PD spaltenweise, folgt also

Apl :d1p17 7Apn:dnpn
Also sind py, . . ., p, Eigenvektoren zu den Eigenwerten dy, . . ., d,,. Weil die Matrix
P = (p; -+, p,) invertierbar ist, miissen die Spaltenvektoren linear unabhéngig
sein, sh. Theorem 4.3.1 (a) & (g). O

Um eine Matrix zu diagonalisieren, miissen wir also nur n linear unabhangige
Eigenvektoren finden. Das ist nicht immer, aber haufig moglich. Das néchste
Resultat zeigt uns einen wichtigen Fall.

Theorem 4.4.3. Seien A\ # - -- # A, verschiedene Eigenwerte einer Matrix
A. Dann sind zugehdrige Figenvektoren vy, ..., v, linear unabhdngig.

Beweis. Angenommen vy, ..., v, sind linear abhéngig. Dann lésst sich ein v, als
Linearkombination der vorherigen Eigenvektoren schreiben. Sei k£ der kleinste
Index, fiir den das moglich ist. Es gibt also ¢q,...,cx_1, sodass

v+ o+ C_ 1V = V. (4.1)
Multiplizieren wir die Gleichung mit A, erhalten wir
cAvy + -+ g1 Avg = A
und, weil vy, ..., v, Eigenvektoren sind,
LAV + - F Gt A 1Vk—1 = AUk = CLARUL + 0+ Ceo1 AUk 1,

wobei wir in der letzten Gleichheit (4.1) verwendet haben. Ziehen wir die rechte
von der linken Seite ab, erhalten wir

(A — Ao+ -+ o1 (Ak—1 — Aok = 0.
Weil vy, ..., v, linear unabhangig sind, muss gelten
(M=) = =chr1(Mem1 — Ap) =0
und, weil die Eigenwerte alle verschieden sind,

01:"':Ck_1:0.
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Daraus erhalten wir vy, = cyv1 + -+ + cx_1vx_1 = 0, aber dann kann v, kein
Eigenvektor sein. Dies ist ein Widerspruch, also miissen die Vektoren linear
unabhéngig sein. ]

Aus den letzten beiden Resultaten folgt dann:

Korollar 4.4.4. Hat A € R™™ n verschiedene Figenwerte, so ist sie diagonali-
sierbar.

Es stellt sich noch die Frage, was passiert, wenn es weniger als n verschiedene
Eigenwerte gibt. Auch das kénnen wir beantworten. Den Beweis dazu sparen wir
uns mal, auch wenn er nicht allzu schwierig ist.

Theorem 4.4.5. Sei A € R"™"™ und A1, ..., A, die verschiedenen Figenwerte.
A genau dann diagonalisierbar, wenn es eine Basis aus Eigenvektoren gibt.
Dies ist dquivalent zu

dim(Ey,) +--- +dim(E),) = n.

Hat ein Eigenraum FE)\ Dimension k, dann steht der zugehorige Eigenwert &£ mal
in der Matrix A. Die Zahl k nennen wir auch geometrische Multiplizit.

4.4.3 Konsequenzen

Die Diagonalisierung ist besonders niitzlich um die Wirkung einer Matrixtrans-
formation zu verstehen. Innerhalb eines Eigenraums werden Vektoren lediglich
entlang der Eigenvektoren gestreckt. Die Transformation in die Basis bestehend
aus Eigenvektoren nennen wir auch Hauptachsentransformation. In der Statistik
spielt sie als principal component analysis (PCA) eine wichtige Rolle. Mehr dazu
in Kiirze. Andersherum kénnen wir A auch als PAP~! schreiben. Dies wird auch
Spektralzerlegung genannt.
Es gibt aber noch andere niitzliche Figenschaften. So ist zum Beispiel

det(A) = det(PAP™") = det(P) det(A)

1
det(P) = det(A).

Das gilt iibrigens unabhéngig davon, ob P aus Eigenvektoren besteht und A
diagonal ist.

Die Determinante einer Transformation ist unabhangig von der Basis, in der
wie die Transformation darstellen.

Insbesondere haben wir aber das folgende Resultat gezeigt:
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Theorem 4.4.6. Sei A € R™™" diagonalisierbar zu A = PAP™! mit A =
diag(A1, ..., An). Dann gilt

k=1

Die Determinante ist also nichts anderes als das Produkt der Eigenwerte. Ein
Eigenwert kann in diesem Produkt aber haufiger vorkommen, wenn der zugehorige
Eigenraum hoherdimensional ist.

Eine weitere Anwendung findet sich in Matrixpotenzen.

Theorem 4.4.7. Sei A = PAP~'. Dann gilt fiir alle k €¢ N

AF = PAFPL,

Beweis. Machen wir in der Ubung. ]

Die Matrix A* ist leicht zu berechnen, weil A diagonal ist. Es gilt
AF = diag(\¥, ..., \F).

Ahnlich verhélt es sich mit Inversen. Ist A invertierbar, so gilt natiirlich A~! =
PA~1P~1. Die Matrix A ist leicht zu invertieren:

At =diag(\t, . A,

’on

Fiir hohere Potenzen konnen wir nun A=% = (A~1)* schreiben und das vorherige
Theorem verwenden. Wir haben das folgende Resultat gezeigt.

Theorem 4.4.8. Sei A = PAP~! invertierbar. Dann gilt fiir alle k € N

A™F = PATFPT

4.5 Komplexe Eigenwerte

Man kann das ganze Spiel der linearen Algebra auch auf komplexen Zahlen
treiben. Fiir Statistiker wird die Theorie dadurch aber unnotig abstrakt. Im
Kontext von Eigenwerten kommen wir aber nicht ganz darum herum.

Wir erinnern uns, dass die Eigenwerte einer Matrix die Nullstellen des charak-
teristischen Polynoms

p(A) =det(A =) =c,\"+ -+ A+

sind. Es ist aber nicht gesagt, dass dieses Polynom iiberhaupt eine Nullstelle
A € R besitzt.
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Beispiel 4.5.1. Nehmen wir die Rotationsmatriz um 90° gegen den Uhrzeiger-

stnn:
0 -1
- (3.
Dann gilt
-2 —1 9
det(M — AI) = det 1 -\~ AT+ 1
Die Gleichung N\ = —1 hat keine reellen Losungen. Genauso kann es keinen

reellen Figenvektor geben. Eine Rotation verindert immer die Richtung eines
Vektors (aufer von 0).

Allerdings hat die Gleichung A\?> = —1 die komplexen Losungen A = +i € C.
Allgemeiner sagt der Fundamentalsatz der Algebra, dass jedes Polynom zumin-
dest eine (womoglich komplexe) Nullstelle hat. Wir kénnen auch zugehorige
Eigenvektoren finden, wenn wir komplexwertige Eintrige zulassen.

Definition 4.5.2. Sei A € R™™". Fin Vektor x # 0 € C" wird Eigenvektor
von A genannt, wenn es ein Skalar A € C gibt, sodass

Ax = \x.

Der Skalar \ wird Eigenwert von A genannt und x auch der zu A gehorige
FEigenvektor.

Beispiel 4.5.3. Fir die Rotationsmatriz oben finden wir fir A\ = i den Eigen-

vektor (1, —i), denn
(1)) -0) ()

Zum Eigenwert A\ = —i finden wir den Eigenvektor (1,1):

) ()= =)

Im Beispiel haben wir gesehen, dass die beiden Eigenwerte jeweils Konjugierte
voneinander waren.” Ebenso waren die Eintriage in den zugehorigen Eigenvekto-
ren Konjugierte voneinander. Das ist allgemein wahr und folgt direkt aus den
Rechenregeln fiir komplexe Zahlen.

SFiir eine komplexe Zahl z = a + ib ist die Konjugierte Z = a — ib. Bei Vektoren verstehen wir
Konjugation komponentenweise.
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Theorem 4.5.4. Sei A € R™", A ein Eigenwert von A und v ein zugehoriger
Eigenvektor. Dann ist auch A ein Figenwert von A und © ein zugehdriger
Eigenvektor.

Komplexe Eigenwerte tauchen meist bei Rotationen oder anderweitig periodi-
schen Transformationen auf. Im Grofien und Ganzen spielen sie in der Statistik
eine untergeordnete Rolle. Deshalb belassen wir es nun bei diesem kleinen Ausflug.
Merkt euch einfach, dass komplexe Eigenwerte und -vektoren auftreten kénnen.
Und falls euch sowas doch mal unterkommt, kénnt ihr euch tiefer dazu einlesen.

4.6 Anwendungen

4.6.1 PCA

Die Hauptkomponentenanalyse (englisch principal component analysis oder PCA)
ist eins der wichtigsten Werkzeuge in der multivariaten Statistik. Es hilft dabei,
Zusammenhénge in groffien Datensétzen leichter zu verstehen oder die Dimension
zu reduzieren, ohne wichtige Information zu verlieren.

Die Idee

Angenommen unsere Daten bestehen aus d Variablen. Eine Realisierung kénnen
wir dann als Vektor € R? schreiben. Den zugehérigen Zufallsvektor schreiben
wir als X € R Sei ¥ = Cov(X) die Kovarianzmatrix von X . Die Diagonalein-
trage beschreiben, wie viel Varianz in den einzelnen Variablen ist. Die anderen
Eintrage, ob und wie stark Abhéngigkeit zwischen den Variablen besteht.

Wenn d grof} ist, steckt eine uniiberschaubare Menge an Information in .
Um die Variabilitdt und Zusammenhénge in den Daten leichter zu verstehen,
konnen wir ¥ diagonalisieren. Wir finden dazu die Eigenvektoren vy, ..., v, und
zugehorigen Eigenwerte A, ..., \,. Dann gilt

Y = PAP !

wobei P = (v; -+- v,) und A = diag()\y,...,\,). Die Matrizen P und P!
bringen uns in die Koordinaten der Eigenvektorbasis. Dort hat die Matrix X eine
einfache Darstellung A.

Nehmen wir 0.B.d.A an, die Eigenwerte sind der Grofle nach geordnet: \; >
Ao > --- > 0. Dann kann man zeigen, dass der Eigenvektor v, die Richtung
vorgibt, in der am meisten Variabilitat besteht. Genauso ist v,, die Richtung, wo
am wenigsten passiert. Um die Daten zu verstehen, kénnen wir uns also auf die
Richtungen der ersten paar Eigenvektoren beschranken.
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Abbildung 4.3: Links: Datenpunkte und die Hauptkomponenten. Rechts: Die
Gleichen Daten in der Eigenvektorbasis.

Hlustration

Das Ganze ist im R? in Abbildung 4.3 illustriert. Wir sehen links 100 Datenpunkte.
Die empirische Kovarianzmatrix berechnen wir durch

Sig <- cov(data)

#> [,1] [,2]
#> [1,] 1.787125 1.111877
#> [2,] 1.111877 1.080091

Die Eigenwerte und Eigenvektoren bekommen wir so:

eig <- eigen(Sig)

lambda <- eig$values

#> [1] 2.6003321 0.2668837

P <- eig$vectors

#> [,1] [,2]
#> [1,] -0.8071555 0.5903389
#> [2,] -0.5903389 -0.8071555

Der Eigenvektor v; (erste Spalte in P) ist in Abbildung 4.3 griin eingezeichnet,
v, lila. Die Lange der Vektoren haben wir proportional zu v/\;, gewihlt, weil dies
der Standardabweichung in dieser Richtung entspricht. In Richtung von v, ist
am meisten Variabilitit; die Datenpunkte sind entlang dieser Achse am besten zu
unterscheiden. vy ist die Richtung, in der am wenigsten Variabilitat stattfindet.

Durch Transformation mit P~ kénnen wir die Daten auch im Koordinatensy-
stem {vy, vy} darstellen. Die transformierten Daten sind rechts in Abbildung 4.3

6Dass die Eigenwerte einer symmetrischen Matrix alle positiv sind, beweisen wir spéter noch.
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zu sehen. Man kann beweisen, dass die Daten in diesen Koordinaten unkorreliert
sind, was die Interpretation weiter erleichtert.

Anwendung: Diskrimination auf dem Miinchner Mietmarkt

Im R? mag die PCA noch nicht sonderlich niitzlich erscheinen. Schauen wir uns
deshalb noch ein ernst zu nehmendes Beispiel mit echten Daten an. Der Datensatz
ist ein Auszug einer Studie der Datenjournalisten von BR Data und SPIEGEL
ONLINE, sh. http:\www.hanna-und-ismail.de. In der Studie wurden unter
unterschiedlichem Namen Anfragen an Wohnungsinserate geschickt. Ziel war es
zu uberpriifen, ob manche Bevolkerungsgruppen bei der Einladung zur Woh-
nungsbesichtigung diskriminiert werden. Wir beschrénken uns hier auf Daten aus
Miinchen.
Der Datensatz sieht wie folgt aus:

head (data)
#> # A tibble: 6 x 6

3| #> preis zimmer flaeche deutsch ménnlich einladung
#> <dbl> <dbl> <dbl> <dbl> <dbl> <dbl>
#> 1 890 2 51.2 1 0 1
#> 2 890 2 51.2 0 0 1
#> 3 890 2 51.2 0 0 1
#> 4 910 2 54.5 0 1 1
#> 5 850 2 50 0 0 1
#> 6 850 2 50 1 0 0

Die ersten drei Spalten beschreiben die Wohnung, fiir die eine Anfrage zur Be-
sichtigung gestellt wurde. Die vierte besagt, ob der Name der anfragenden Person
deutsch klingt (1 = ja, 0 = nein). Die fiinfte, ob der Name ménnlich ist (1 = ja,
0 = nein). Die letzte Spalte sagt, ob die Anfrage zu einer Einladung gefiihrt hat
(1 = ja, 0 = nein).

Um ein Verstandnis fiir die Zusammenhéange zu bekommen, fithren wir eine PCA
durch. Weil die Variablen so unterschiedliche Skalen haben, standardisieren wir
alle, sodass sie Varianz 1 haben. Aquivalent dazu, kénnen wir die Diagonalisierung
auch auf die Korrelationsmatrix anwenden.

R <- cor(data)

eig <- eigen(R)

lambda <- round(eig$values, 1)
lambda

s|#> [1] 2.3 1.2 1.0 0.8 0.6 0.1

P <- round(eig$vectors, 1)
rownames (P) <- names (data)

P

#> (,11 [,21 [,31 [,4]1 [,5] [,6]
#> preis -0.4 -0.4 -0.1 -0.3 0.7 -0.2
#> zimmer -0.6 0.1 0.1 0.0 -0.5 -0.6
#> flaeche -0.6 -0.1 0.1 -0.1 -0.2 0.7
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13| #> deutsch 0.1 -0.6 0.5 0.6 0.0 0.0
14| #> mé&nnlich 0.0 -0.4 -0.9 0.3 -0.1 0.0
15| #> einladung 0.3 -0.6 0.1 -0.7 -0.4 0.0

Die erste Spalte von P ist die wichtigste Richtung. Wandern wir entlang dieser
Richtung, multiplizieren wir den Vektor mit einem Faktor. Preis, Zimmerzahl
und Fléche bewegen sich dabei immer in die gleiche Richtung. Das macht Sinn,
da die drei Variablen stark Korrelieren. Wir sehen auch, dass sich die Einladungs-
wahrscheinlichkeit in die entgegengesetzte Richtung bewegt. Je teurer/grofler eine
Wohnung also ist, desto weniger wahrscheinlich war es also allgemein, eingeladen
zu werden.

Interessant ist der zweitwichtigste Eigenvektor. Bewegen wir uns entlang dieser
Richtung, bewegen sich Deutsch-Sein, Ménnlich-Sein und Eingeladen-Werden
in die gleiche Richtung. Das bedeutet, dass Deutsche und Ménner tendenziell
cher zu Besichtigungen eingeladen werden. Ahnlich kénnen wir auch die weiteren
Spalten interpretieren, wobei deren Bedeutung entsprechend den zugehoérigen
BEigenwerten abnimmt.

Eine formale Modellierung, die gesicherte statistische Inferenz erlaubt, ist
natiirlich aufwéndiger als das. Zur explorativen Analyse von multivariaten Daten
ist die PCA aber unglaublich méchtig. Sie wird euch noch das ein oder andere
Mal im Studium begegnen.

4.6.2 Markovketten und Google

In Abschnitt 2.3.3 haben wir bereits dynamische Systeme und Markovketten
eingefiihrt. Wir wollen das jetzt ein bisschen vertiefen, mit einem Beispiel, das
uns jeden Tag begegnet. Google’s Suchalgorithmus basiert im Wesentlichen auf
einer Markovkette. Larry Page, einer der Griinder von Google, hat kurz vor
der Jahrtausendwende den PageRank Algorithmus erfunden. Um die Idee zu
verstehen, beschranken wir uns zunéchst auf ein vereinfachtes Setting.

Das stochastische Modell

Angenommen es gibt nur 5 Webseiten zu einem Suchbegriff. Die Suchmaschine
versucht nun die Webseiten in eine Rangliste zu ordnen, je nachdem wie wichtig die
Webseiten sind. Manche der Webseiten haben Links zu anderen. Die grobe Idee ist,
dass Seiten, zu denen mehr Links bestehen, wichtiger sind. Wir stellen uns dabei
einen idiotischen Nutzer Bob vor. Bob surft endlos durch das Web (bestehend
aus 5 Seiten) und klickt wahllos auf Links. Die Wahrscheinlichkeiten, dass Bob
nach ¢ Schritten auf einer der 5 Webseiten ist, lassen sich als Zustandsvektor

P(s" =1)
P(S® = 2)

p = |P(S® =3)| € R
P(S® = 4)
P(S® = 5)
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darstellen. Die Wahrscheinlichkeiten zum Zeitpunkt ¢ + 1 modellieren wir durch
Multiplikation mit einer Matrix von Ubergangswahrscheinlichkeiten

P(SHD =1]8® =1) ... P(SHD =1]5% =5)
M= : : € R,

P(SEH) — 5| S0 = 1) ... P(SED =550 —5)

Angenommen Bob ist so wahllos, dass er jedem auf der Seite vorhanden Link mit
gleicher Wahrscheinlichkeit folgt. Dann konnte M zum Beispiel so aussehen:

0 1/2 0 0 1/4
1/3 0 1/2 1/3 1/4
M=|1/3 0 0 1/3 1/4
0 1/2 0 0 1/4
1/3 0 1/2 1/3 0

Seite 1 hat also Links zu Seiten 2, 3 und 4. Seite 2 hat Links zu Seiten 1 und 4,
usw. Wenn Bob mit gleicher Wahrscheinlichkeit auf jeder der fiinf Seiten startet,
dann ist

1/5
1/5
p) = 1/5
1/5
1/5

und, allgemein,
p(t) — Mt_lp(l)

Zum Beispiel gilt

0.200 0.183 0.181
0.250 0.259 0.259
p® ~ 0158, p® ~|0168], p1V=x|0.172
0.200 0.183 0.181
0.192 0.206 0.207

Wir auch in Abschnitt 2.3.3 erreichen wir also einen Gleichgewichtszustand q. Die
Wahrscheinlichkeiten in diesem Zustand kénnen wir als Ranking der Webseiten be-
trachten. Ein zufalliger User diirfte im Durchschnitt mit den Wahrscheinlichkeiten
q auf den jeweiligen Webseiten landen.

Der Gleichgewichtszustand als Eigenvektor

Wir in Abschnitt 2.3.3 gezeigt, gilt fir den Gleichgewichtszustand Mq = q. Der
Vektor q ist also FEigenvektor zum Eigenwert 1. So einen Vektor gibt es immer,
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wie wir in der Ubung gezeigt haben.

Theorem 4.6.1. Sei M € R™" eine Matrix, des Spalten sich zu 1 summieren.
Dann hat M den Eigenwert 1.

Probleme mit dem Modell

In Abschnitt 2.3.3 haben wir aber noch mehr behauptet. Namlich, dass die die
Kette unabhingig von p™") immer zum Gleichgewichtszustand g konvergiert. Das
ist nicht fiir jede Matrix M der Fall und das kénnen wir iiber die Spektralzerlegung
verstehen. Sei M = PAP~!, wobei P die Eigenvektoren in den Spalten hat und
A = diag(Aq, ..., \,) die zugehorigen Eigenwerte enthélt. Dann ist

lim M" = P<nlg£lo AP = Pdiag(nlijgo ALy lim AP

n—oo

Damit A" konvergiert, muss A € (—1, 1] gelten. Sei aber zum Beispiel

01 0 0 1/4
10 1/2 1/3 1/4
M=|00 0 1/3 1/4
00 0 0 1/4
00 1/2 1/3 0

Startet ein User auf Seite 1, wird er sicher als Néchstes auf Seite 2 landen.
Danach wird er zu Seite 2 zuriickkehren, usw. Der Zustand kann sich so niemals
stabilisieren. Tatséchlich kénnen wir leicht iiberpriifen, dass —1 ein Eigenwert ist,
denn

01 0 0 1/4\ /-1 ~1
10 1/2 1/3 1/4|| 1 1
00 0 1/3 1/4|[o|==1-]0
00 0 0 1/4|]o0 0
00 1/2 1/3 0 0 0

Also kann M™ nicht konvergieren.
Das Problem ist, dass die Markovkette ein periodisches Verhalten aufweist. Die-
sen Fall auszuschlieflen, war eine der Hauptinnovationen des PageRank-Algorithmus.

Der PageRank-Algorithmus

Hier nimmt man eine etwas weniger idiotische Nutzerin Alice an. Alice klickt
meistens mit gleicher Wahrscheinlichkeit auf die vorhanden Links, aber manchmal
springt sie mit auch zu einer beliebigen Seite in Web. Sei § > 0 die Wahrschein-
lichkeit, dass Alice sich entscheidet, eine beliebige Seite aufzurufen. Dann ist die
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neue Ubergangsmatrix

M= (1-686M+ é1m,
n

wobei alle Eintrage der Matrix 1,,x,, € R™*™ gleich 1 sind. In M sind alle Eintrige
strikt positiv. Damit kann sichergestellt werden, dass -1 kein Eigenwert ist. Das
folgt zum Beispiel aus dem Perron-Frobenius- Theorem .

Den PageRank-Algorithmus haben Larry Page und Sergey Brin 1996 in einem
Forschungsprojekt an der Stanford University entwickelt. Kurz darauf haben sie
Google gegriindet und den Algorithmus patentiert. Google’s Kernprodukt, die
Suchmaschine, basierte damals im Wesentlichen auf diesem Algorithmus. Aber

selbst heute ist eine weiterentwickelte Variante noch (teilweise) im Einsatz.

"Sh. https://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_Perron-Frobenius. Die englische Wi-
kipedia enthédlt auch Beweise: https://en.wikipedia.org/wiki/Perron-Frobenius_
theorem#Proof_methods.

94


https://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_Perron-Frobenius
https://en.wikipedia.org/wiki/Perron-Frobenius_theorem#Proof_methods
https://en.wikipedia.org/wiki/Perron-Frobenius_theorem#Proof_methods

5 Orthogonalitat und Projektionen

Aus der Schule sind uns im R? die Konzepte Léinge, Abstand, Winkel und Pro-
jektion bereits bekannt. Sie geben dem Raum eine geometrische Struktur. Diese
Struktur gibt uns nicht nur Intuition, sie ist auch ein méchtiges Werkzeug. Wir
wollen diese Konzepte erweitern und so auch dem R™ und anderen Vektorraumen
eine vergleichbare Struktur verschaffen. Wir legen hierbei den Fokus hauptsachlich
auf den R", auch wenn viele Konzepte und Resultate bereits fiir allgemeine Vek-
torraume hergleitet werden. Es ist zum einfacheren Verstandnis aber ratsam, sich
immer den R™ vor Augen zu halten. Konkrete Beispiele in anderen Vektorrdumen
besprechen wir erst am Ende.

5.1 Norm eines Vektors

,'v: (Ul,vz,UB)
TUZ(’ULW) EUZ
y v2 vs /) )
P ST RERTTTY '{; = (v1,0,v3)

(a) (b)
Abbildung 5.1: Die Léinge/Norm eines Vektors im R? und R3.

Zunachst wollen wir die Konzepte Linge und Abstand im R? in Vektornotation
umschreiben. Als Linge oder Norm ||v|| eines Vektors verstehen wir die Lange
des Verbindungsstiicks zwischen dem Nullpunkt (0,0) und dem Punkt (v, v2). In
Abbildung 5.1a sehen wir den Vektor v als griinen Pfeil vom Nullpunkt zum Punkt
v = (v1,v2). Wir sehen, dass der Pfeil in einem Dreieck mit den Punkten (0,0)
und (0, v;) gegeniiber eines rechten Winkels liegt. Nach dem Satz des Pythagoras

gilt dann
lo[* =i +v3 oder [v] =\/vf+ 3.

Eine dhnliche Formel kénnen wir im R3 herleiten. Zunichst Berechnen wir die
Lange des Vektors @ in der v;-vs-Fliche wie zuvor im R?:

19]1* = v} + v3.
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Nun kénnen wir iber das Dreieck 0-v-v, die Lange von v berechnen als
2 A2 a2 a2 a2 2
[v]|* = [I9]]" 4+ v3 = v7 + vy + v3.
Genauso definieren wir die Norm auch in héheren Dimensionen.

Definition 5.1.1. Die Norm eines Vektors v € R" ist definiert als
loll = of + - - + .
Die folgenden Eigenschaften lassen sich leicht aus der Definition beweisen.

Theorem 5.1.2. Firv € R” und c € R gilt:
(i) |lv] = 0.
(ii) ||v]| =0 genau dann, wenn v = 0.

(iii) |[evl| = |ef]v]
Vektoren mit Norm 1 spielen eine besondere Rolle.

Definition 5.1.3. Einen Vektor v mit ||v|| = 1 nennen wir Einheitsvektor.

Anmerkung 5.1.4. Die Menge aller Einheitsvektoren {v: ||v|| = 1} wird auch
Einheitsspahre genannt.

Anmerkung 5.1.5. Wir haben bisher die Vektoren e; der Standardbasis als
FEinheitsvektoren bezeichnen. Fir sie gilt ||ej|| = 1. Es gibt aber auch andere
Einheitsvektoren, wie zum Beispiel (1/v/2,1/+/2). Normalerweise kommt es durch
die doppelte Wortbelegung nicht zur Verwechslung. Falls notig, nennen wir e;
Standardeinheitsvektor.

Anmerkung 5.1.6. Jeden Vektor v konnen wir zu einem Einheitsvektor in die
gleiche Richtung skalieren: Der Vektor w = v/||v|| hat Norm
lwl[ = llo/llvlll| = [lv][/llv] = 1.

Ahnlich kénnen wir den Abstand zwischen zwei Vektoren v, w € R" als die
Lange des Verbindungsstiicks zwischen den Punkten v und w definieren. Diese
Léange betragt v — w||.
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5.2 Winkel

Auch wissen wir aus der Geometrie, wie wir einen Winkel zwischen zwei Vektoren
v,w € R? berechnen. Nehmen wir an sowohl v als auch w liegen auf dem
Einheitskreis. Dann kann man sich tiberlegen', dass fiir den Winkel § zwischen v
und w

cos(8) = U1t L2
[v][[|wl|

gelten muss. Genauso kénnen wir im R? einen Winkel 6 so definieren, dass er
dem Winkel zwischen v und w in der Ebene span{v, w} misst. Hier gilt

COS(@) - V1W1 + VaWa + V3W3
[[o][[[w]

Im Nenner werden die Vektoren zu Einheitsvektoren normiert. Der Term im
Zéhler ist wichtiger fiir den Winkel und bekommt einen eigenen Namen.

Definition 5.2.1. Fir v,w € R" definieren wir das (euklidische) Skalar-
produkt” als

n
(v, w) =D viw; = viwy + -+ + VW,
i=1

®Auch inneres Produkt und im Englischen inner product oder dot product.

Anmerkung 5.2.2. Fassen wir die Vektoren v,w € R" als (n x 1)-Matrizen

auf, konnen wir das Skalarprodukt auch so schreiben:
(v, w) =v'w.

Die folgenden Eigenschaften des Skalarprodukts kann man direkt nachrechnen.

Theorem 5.2.3. Sei u,v,w € R"” und ¢ € R. Dann gilt:

!Das ist nicht ganz trivial, aber nicht Thema dieser Vorlesung.
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X

Abbildung 5.2: Drei orthogonale Vektoren im R?. (Fig. 5.2.1 in [LLM])

Der Winkel 6 zwischen v, w # € R? ist also

0 = cos! ((v,w))
[[o[[[w]]
Durch die gleiche Formel kénnen wir nun auch in allgemeinen Vektorraumen
einen Winkel definieren. Hauptsachlich interessiert uns aber ob die Vektoren

orthogonal sind (= ein rechter Winkel vorliegt). Das ist der Fall, wenn cos(#) = 0
oder, dquivalent dazu, (v, w) = 0.

Definition 5.2.4. Vektoren v, w € R" sind orthogonal, wenn (v, w) = 0.

Beispiel 5.2.5. Abbildung 5.2 zeigt die Vektoren

3 ~1 ~1/2
u; = 1 s Uy = 2 y Uz = —2
1 1 7/2

Die Vektoren sind stehen alle im rechten Winkel aufeinander:

(up,u9) =3-(-1)+1-2+1-1=0,

-1
<’U,17'U,3>:37+1(—2)+1 :0,

2

=0.

NI 3
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5.3 Skalarprodukt

Es ist an der Zeit, das erste Mal tiber allgemeine Vektorrdaume zu sprechen.
In diesem Kontext macht Definition 5.2.1 keinen Sinn. Wir wollen aber auch
allgemeine Vektorraume mit einer dhnlichen geometrischen Struktur ausstatten.
Wir gehen dabei &hnlich vor, wie wir auch vom R"™ zu allgemeinen Vektorraumen
V gekommen sind. Wir nehmen die wichtigsten Eigenschaften des euklidischen
Skalarprodukts und nehmen sie als Axiome fiir ein allgemeines Skalarprodukt

an.’

Definition 5.3.1. Sei V' ein Vektorraum. Wir nennen (-,-): V. xV — R ein
Skalarprodukt, wenn es fir alle w,v,w € V und c € R die folgenden Axiome
erfullt:

Definition 5.3.2. Einen Vektorraum V zusammen mit einem Skalarprodukt
(-,): V xV — R nennen wir Skalarproduktraum.

Auch Orthogonalitat konnen wir analog zum R™ definieren.

Definition 5.3.3. Vektoren v, w € V sind orthogonal, wenn (v, w) = 0 und
wir schreiben v 1 w.

Anmerkung 5.3.4. Der Nullvektor 0 ist nach dieser Definition orthogonal zu
jedem Vektor v, denn (v,0) =0 (wegen Homogenitdt).

Das euklidische Skalarprodukt hat auBlerdem die folgende Verbindung zur Norm:

|v|| = /(v,v). In allgemeinen Vektorraumen definieren wir die Norm nun genau-
S0.

Definition 5.3.5. Sei V' ein Skalarproduktraum. Dann definieren wir die
Norm eines Vektors v € V' als

[oll = v/ (v, v).

2Uber diese Axiome hinaus werden wir selten andere Eigenschaften fiir unsere Beweise brauchen.
Wir formulieren die meisten folgenden Resultate direkt fiir allgemeine Vektorrdume. Wie
gesagt, es reicht fiir den Moment alles im R™ zu verstehen; andere Vektorrdume besprechen
wir spater.
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Das Skalarprodukt misst also nicht nur den Winkel, sondern auch die Lange
von Vektoren. Wir kénnen nun auch den Satz des Pythagoras auf allgemeine
Vektorraume erweitern.

Theorem 5.3.6 (Satz des Pythogaros). Fir orthogonale Vektoren v,w € V
qilt

lv+ w|* = flv]|* + [lw]*

Beweis. Ubungsaufgabe. O]

Das néchste Theorem enthélt eine weitere wichtige Eigenschaft, die weniger
offensichtlich ist. Auf die Beweisidee zu kommen ist nicht einfach, die einzelnen
Schritte sollten aber zu folgen sein.

Theorem 5.3.7 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Fiir v, w in einem Skalar-
produktraum V' gilt

[{v, w)| < [v][[[w]]

Beweis (optional). Ist w = 0, sind beide Seiten der Gleichung gleich 0. Betrach-
ten wir nun den Fall w # 0. Definiere®

iy ),
[l
Dann sind w und z orthogonal, denn
(v, w) (v, w) 9
<waz> = (w,v> - <w7w> = <U7w> - HwH =0.
[Jw]|? [Jw][?

Wir bemerken auflerdem, dass per Definition

ww)

v=2z+
Jwl?

eine Summe von zwei orthogonalen Vektoren ist. Also ist nach dem Satz des
Pythagoras (Theorem 5.3.6)

<’U,’ll7> HwH2 — HZH2 + |<'l),’lU>|2 |<’U,’UJ>|2

(v, w)
lvl* = |z + ||1;)||2 wlf* = [[z]* +

[wl}? [wl}? [wl]?
Multiplizieren wir beide Seiten mit ||w||? und ziehen die Wurzel, erhalten wir die

Cauchy-Schwarz-Ungleichung. ]

3Wir werden den zweiten Term in z spiter als die Projektion von v auf w kennenlernen.
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Die Norm || - || spielt in V' die gleiche Rolle wie der Betrag | - | in R. Mit der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung kénnen wir nun auch eine wichtige Eigenschaft des
Betrags verallgemeinern.

Theorem 5.3.8 (Dreiecksungleichung). Fiir alle v, w in einem Skalarprodukt-
raum V' gilt
[ + ol < flufl + o]

Beweis. Es gilt

lu+v|* = (u+v,u+v)
= (u,u) + 2(u,v) + (v, v)
|wl® + 2(u, v) + [Jv|”

< lul® + 2w, v)| + [|v]*
< Jlul® + 2f|ullllv] + |lv|*  [Cauchy-Schwarz]
= (lull + [lv])*.
Wir schlieflen den Beweis, indem wir auf beiden Seiten die Wurzel ziehen. 0

Anmerkung 5.3.9. Vielleicht habt ihr in der Analysis bereits von Distanzfunk-
tionen gehort. Fir u,v,w € V erfillt die Funktion d(v,w) = |[v — w|| die
Dreiecksungleichung

d(u,w) < d(u,v) + d(v, w),
denn

d(u, w) = |lu —w[| = lu —v+v—w
< lu = vl + [lv - w| = d(w, v) + d(v, w).

Zusammen mit Theorem 5.1.2 sind dann auch die anderen beiden Aziome einer
Distanzfunktion erfillt:

(i) d(u,v) = d(v,u).
(7i) d(u,v) =0 genau dann, wenn u = v.

Wir fassen nochmal kurz zusammen, was gerade passiert ist. Durch das Ska-
larprodukt geben wir dem Vektorraum eine geometrische Struktur. Aus dem R?
bekannte Konzepte wie Lange, Abstand, Winkel und Orthogonalitédt lassen sich
damit direkt tibertragen. Die Analogie zwischen der Geometrie von Vektorrdumen
und dem R? ist damit so stark, dass viele elementare geometrische Zusammen-
hénge erhalten bleiben. Insbesondere gelten der Satz vom Pythagoras und die
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Dreiecksungleichung. Dies gibt uns eine mathematisch fundierte Rechtfertigung,
uns jeden Vektorraum als R? oder R? vorzustellen, um Intuition zu entwickeln.*

5.4 Orthogonale Raume

Orthogonalitét ist ein so wichtiges Konzept, dass es weitaus mehr Aufmerksam-
keit verdient. Es wird sich als niitzlich erweisen, Vektorraume in orthogonale
Unterraume aufzuteilen. Zunéchst definieren wir Orthogonalitét zu einem ganzen
Raum.

Definition 5.4.1. Sei W ein Unterraum eines Skalarproduktraums V. Wir
nennen v € V orthogonal zu W, wenn (v,w) = 0 fir alle w € W, und
schreiben v L W.

Definition 5.4.2. Sei W ein Unterraum von V. Dann nennen wir die Menge
Wt ={veV:v 1L W} den (orthogonalen) Komplementdirraum oder
das (orthogonale) Komplement zu W.

Das Komplement W+ enthélt all jene Vektoren, die zu jedem Vektor in W ortho-
gonal sind. Wie immer wollen wir zunéchst die Teile ,Raum® und , Komplement*
im Namen rechtfertigen.

Theorem 5.4.3. Sei W ein Unterraum von V. Dann gilt:
(i) Wt ein Unterraum von V.

(ii) W nWw+ = {0}.

Beweis. Ubungsaufgabe. O]

Beispiel 5.4.4. Sei V = R? und W = span{e; }. Dann ist W+ = span{e,} und
damit W N W+ = {0}.

Das ,,Komplement® ist nur teilweise gerechtfertigt. Um dem Namen gerecht zu
werden, erwarten wir auch so etwas wie W U W+ = V. Das kann aber nicht
gelten, da Linearkombinationen aus W und W+ nicht alle in W U W+ liegen.
Stattdessen definieren wir

W+U={cw+cu: weWuecU}.

4Selbst die besten Mathematiker fertigen regelméiBig Skizzen im R? an, wenn sie iiber Funk-
tionenrdume sprechen!
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Theorem 5.4.5. Sei W ein Unterraum von V. Dann gilt W + W+ = V.

Die Mittel, um das zu beweisen, werden wir erst spater entwickeln.

Anmerkung 5.4.6. Sind die Riume W und U orthogonal zueinander, also
W L U, dann schreibt man statt W + U auch W & U wund spricht von der
direkten Summe von W und U.

Um zu iiberpriifen ob v € W+, kénnen wir uns auf Basisvektoren von W
beschranken.

Theorem 5.4.7. Sei W ein Unterraum eines Vektorraums V und W =
{wy, ..., wy} eine Basis von W. Dann gilt v L W genau dann, wenn v L w;
furallet=1,... k.

Beweis.

o =: Weil alle wy,...,w; in W liegen, muss v € W+ per Definition ortho-
gonal zu jedem dieser Vektoren sein.

e «: Angenommen v | w; fir alle ¢« = 1,... k. Jedes w € W lasst sich
schreiben als

w = cCcw; + -+ Wy
und es gilt
(v,w) = c1(v,w1) + - (v, wy) = 0.
Also ist v L W. [
Man kann sich auflerdem ftiberlegen, dass
Wy =W,

Wir kommen jetzt zu einem wichtigen Beispiel fiir Komplemente — und damit
kurz zurtick zu linearen Gleichungssystemen. Sei A € R™*", dann besteht die
Losungsmenge ker(A) des homogenen Systems Ax = 0 aus allen Vektoren, die
orthogonal zu den Zeilen aus A sind. Optional kénnen wir auch sagen, dass ker(A)
orthogonal zu den Spalten in A" sind. Damit haben wir unsere Behauptung am
Ende von Abschnitt 3.4.2 gezeigt.

Theorem 5.4.8. Fiir jede Matriz A € R™ " gilt

col(AT)t = ker(A) wund col(A)* = ker(A").
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5.5 Orthogonale Mengen

Definition 5.5.1.

e Wir nennen M = {vy,...,v,} CV eine orthogonale Menge, wenn
v; L v; fir alle i # j.

o Gllt zusdtzlich ||v;|| = 1 fir alle j, nennen wir M orthonormal.

Beispiel 5.5.2. Die Vektoren der Standardbasis eq, . .., e, sind orthonormal.

Beispiel 5.5.3. Die Vektoren

1 2 0
-2, [1]|, (o
0 0 3

sind orthogonal, aber nicht orthonormal.

Zunéchst stellen wir fest, dass (nichttriviale) orthogonale Vektoren auch unab-
hangig sind.

Theorem 5.5.4. Eine orthogonale Menge M = {vy,...,v,} mit 0 ¢ M ist
linear unabhdngig.

Anmerkung 5.5.5. Andersherum gilt das nicht. Zum Beispiel sind die Vektoren
(1,1) und (1,0) linear unabhdngig, aber nicht orthogonal, denn ((1,1),(1,0)) =
140.

Beweis. Ist M orthogonal, gilt (v;,v;) = 0 fiir alle i # j und (v;, v;) = |Jv]|*> > 0.
Angenommen M ist linear abhangig. Dann lésst sich 0.B.d.A wv,, als Linearkom-
bination der anderen darstellen, also

Vp =C1U1 + 1 U1
Da v,, # 0 muss ein Koeffizient ungleich 0 sein. Sei zum Beispiel ¢; # 0. Dann ist
(U, v1) = c1{v,v1) + -+ o1 (Vno1, 1) = V1, 1) = ClHUlH2 # 0,

da auch ||vq]| # 0. Also kénnen v,, und v; nicht orthogonal gewesen sein. Weil
das ein Widerspruch ist, miissen vy, ..., v, linear unabhéngig sein. O

Angenommen wir sind in einem n-dimensionalen Vektorraum. Jede Menge von
n orthogonalen Vektoren ist auch unabhangig. Mit Theorem 3.3.20 ist die Menge
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dann auch eine Basis. Basen aus orthogonalen Vektoren sind besonders schon,
weil sie uns oft das Leben erleichtern werden. Deshalb verdienen sie einen Namen.

Definition 5.5.6. Fine Orthogonalbasis eines Vektorraums V' ist eine Basis
von V', welche auch eine orthogonale Menge ist. Ist die Basis auch orthonormal,
sprechen wir von einer Orthonormalbasis.

Fangen wir gleich mit der ersten Erleichterung an. Die Koordinaten beziiglich
einer Orthogonalbasis lassen sich einfach durch das Skalarprodukt berechnen.

Theorem 5.5.7. Sei V = {vy,...,v,} eine Orthogonalbasis fir den Vektor-
raum V. Dann sind fir jedes v € V' die V-Koordinaten, also die Koeffizienten
Cly...,Cp N

1)261171+"'+Cnvn,

gegeben durch

Beweis. Wie im vorangegangen Beweis gilt
(U, v1) = c1{vy,v1) + -+ + o1 (Vpo1, 1) = cr{vr,v1).

Den Koeffizienten ¢; finden wir, indem wir beide Seiten durch (v, v1) # 0 teilen.
Das Gleiche kénnen wir nun fir alle ¢;, 7 = 1,...,n wiederholen. O

Beispiel 5.5.8. Die Standardbasis {ey, ... ,e,} C R" ist orthogonal. Dann ist

und entsprechend

vV =v1€; + -+ v,€e,.

Beispiel 5.5.9. Die Vektoren

1 2 0
v = —2 s Vg = 1 s V3 = 0
0 3
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sind eine Orthogonalbasis des R3. Sei zum Beispiel

3
v=1|0
—1
Dann ist
<’Uav1> 3 <'U,’U2> 6 <’U7’U3> -3 1
01: :77 02: :—’ C3: = — = ——,
<’Ul, ’01> 5 <’l)2, ’Ug) 5 <’03, 'l)3> 9 3
Tatsdachlich gilt
3 1 6 2 1 0 3
C1’01+02’02+03’03:5 —2 +5 1 —g 0] = 0 = 7.
0 0 3 —1

Noch einfacher wirds, wenn die Basis orthonormal ist.

Korollar 5.5.10. Sei V = {vy,...,v,} eine Orthonormalbasis fir den Vek-
torraum V. Dann sind fir jedes v € V die V-Koordinaten cy, ..., c, gegeben
durch

¢; = (v,v;), j=1,...,n.

5.6 Orthogonale Matrizen

Wir konnen orthonormale Mengen im R™ auch iiber Matrizen charakterisieren.

Theorem 5.6.1.

e FEine Matrix U € R™™ hat genau dann orthonormale Spalten, wenn
U'U = 1I,.

e Fine Matriz U € R™" hat genau dann orthonormale Zeilen, wenn
v’ =1,.

Beweis. Nach den Rechenregeln fiir die Matrixmultiplikation gilt

ulu; - uu, (up,uy) -+ (U, uy,)
vlu=| L= L | =1
T T
w, Uy U, Uy, (U, uq1) < (Up,uy)
Ahnlich kénnen wir auch mit orthogonalen Zeilen verfahren. ]
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Definition 5.6.2. Eine Matrix U € R™"™ mit orthonormalen Spalten und
Zeilen nennen wir Orthogonalmatrizx.

Anmerkung 5.6.3. Vorsicht: Eine Matriz mit lediglich orthogonalen Spalten/Zei-

len ist nicht automatisch eine Orthogonalmatriz. Die Spalten missen orthonormal
(1) sein.

Aus dem letzten Theorem folgt auBerdem, dass Orthogonalmatrizen eine be-
sonders einfache Inverse haben:

Korollar 5.6.4. U € R™™" ist genau dann orthogonal, wenn U invertierbar ist
mit Ut =UT.

Mit Theorem 2.2.13 folgt dann auflerdem das folgende iiberraschende Resultat.
Korollar 5.6.5. Fiir U € R™" sind dquivalent:

(i) U hat orthonormale Spalten.

(i) U hat orthonormale Zeilen.

Orthogonalmatrizen werden spéater noch eine grofie Rolle spielen. Wir halten
schon mal ein paar wichtige Eigenschaften fest.

Theorem 5.6.6. Fir Orthogonalmatrizen U, W € R™*™ gilt:

(i) UT und U™' sind orthogonal.

(ii) Sind U,W € R™™ orthogonal, dann ist auch UW orthogonal.
(iii) det(U) = +1.

(iv) ||Ux|| = ||| fir alle x € R.

(v) (Ux,Uy) = (x,y) fir alle x,y € R".

Beweis. Ubung. [

Eigenschaften (iv)—(v) zeigt, dass Orthogonalmatrizen Langen Winkel erhalten.
Man kann sogar zeigen, dass es die einzigen Matrizen sind, die das tun.
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. L=3Span{u}

ey

Abbildung 5.3: Orthogonale Projektion von y auf den Spann von u. (Fig. 6.2.3
in [LLM])

5.7 Orthogonale Projektionen
5.7.1 Die ldee

Theorem 5.4.5 (noch unbewiesen) besagt, dass wir fiir jedes v € V und einem
Unterraum W, ein © € W und ein z € W+ finden, sodass

v=7+ z.

Wir haben also v aufgeteilt in einen Vektor des Unterraums W und einen der
orthogonal auf W steht. Den Vektor © € W nennen wir dann Projektion von v
auf W und z = v — v das Residuum. Wir schreiben auch ¢ = projy, v.

Der Vorgang ist in Abbildung 5.3 illustriert. Wir haben einen Vektor y und
einen Vektor u. Wir wollen y auf den Unterraum (die Gerade) L = span{u}
projizieren. Wir finden dann einen Punkt ¢ auf der Geraden L, sodass z =y — g
orthogonal auf u steht. Aulerdem ist § der Punkt in L, der am néchsten an y
liegt. Das ist kein Zufall, wie wir noch sehen werden. Weil z = y — ¢ orthogonal
zu u ist und ¥y = cu gelten muss, ist

0= <U,y—’g> = <u7y> - <u>lg> = <u7y> —c(u,u).

Also gilt

oder proj;y =
5.7.2 Das Projektionstheorem

Wir werden nun diese Formel verallgemeinern und beweisen, dass so eine Zerlegung
immer moglich ist. Damit ware dann auch Theorem 5.4.5 bewiesen.
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Theorem 5.7.1 (Projektionstheorem). Sei W ein endlich-dimensionaler Un-
terraum eines Skalarproduktraums V.

(i) Jedes v € V' kann eindeutig als
vV=0+2
dargestellt werden mit © € W und z € W+.

(ii) Fir jede Orthogonalbasis W = {wy, ..., wi} von W gilt

D = projy, v = (v, w1) wy + -+ (v, w) wy,
= = b
W <’LU1, w1> <wk7 wk)
Beweis. Sei W = {wy,...,wy} eine Orthogonalbasis fiir W. (Dass es so eine
Basis immer gibt, zeigen wir spéter.) Definiere
. v, W v, w
<'UJ1, ’LU1> <wk7 wk‘)

Der Vektor v ist eine Linearkombination aus W, also © € W = span(W). Fiir
z =v — v gilt dann

(z,wy) = (v—0,w;) = (v,w;) — (0, w)

Genauso kénnen wir (z,w;) = 0 fir alle j = 1,...,k zeigen. Also ist nach
Theorem 5.4.7 z L W. ]

Anmerkung 5.7.2. Fine Einschrankung in Theorem 5.7.1 ist, dass der Unter-
raum W endlich-dimensional ist. Man 